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OSWIADCZENIE

Ja, nizej podpisany, Pawetl Budzianowski student Wydzialu Matematyki i Informatyki
Uniwersytetu im. Adama Mickiewicza w Poznaniu oswiadczam, ze przedktadang prace
dyplomowa pt: ,,Zastosowania kopuli w wyznaczaniu wartosci zagrozonej portfela” napi-
salem samodzielnie. Oznacza to, ze przy pisaniu pracy, poza niezbednymi konsultacjami,
nie korzystatem z pomocy innych osob, a w szczegdlnosci nie zlecalem opracowania roz-
prawy lub jej czesci innym osobom, ani nie odpisywatem tej rozprawy lub jej czesci od
innych oso6b.

Oswiadczam rowniez, ze egzemplarz pracy dyplomowej w wersji drukowanej jest cat-
kowicie zgodny z egzemplarzem pracy dyplomowej w wersji elektroniczne;j.

Jednoczesnie przyjmuje do wiadomosci, ze przypisanie sobie, w pracy dyplomowej,
autorstwa istotnego fragmentu lub innych elementéw cudzego utworu lub ustalenia na-
ukowego stanowi podstawe stwierdzenia niewaznosci postepowania w sprawie nadania

tytutu zawodowego.

[ ]* — wyrazam zgode na udostepnianie mojej pracy w czytelni Archiwum UAM
[ ]* — wyrazam zgode na udostepnianie mojej pracy w zakresie koniecznym do ochrony

mojego prawa do autorstwa lub praw os6b trzecich



Streszczenie

Modelowanie proceséw wielowymiarowych w przypadku odejscia od zalozenia nor-
malnosci rozkladu pozwala na analize zalezno$ci nieliniowych. Rodzi to jednak sze-
reg probleméw teoretycznych i powoduje zwiekszenie sie potrzeb obliczeniowych.
Kopula, umozliwiajac okreslenie w sposob oddzielny rozkladéw brzegowych oraz
struktury zaleznosci, ktéra je taczy w rozktad laczny, wydaje sie by¢ jedna z odpo-
wiedzi na te problemy. Rozdzielenie analizy lacznej oraz brzegowej znaczaco ulatwia
konstrukcje modelu i jest heurystycznie intuicyjne. W tej pracy przedstawiam poje-
cie kopuli oraz podstawowe modele ekonometryczne, w ktérych kopule wykorzysty-
wane sg do prognozowania zachowania sie wielowymiarowych szeregdéw finansowych.
Nastepnie opisuje podstawowe metody estymacyjne oraz wlasnosci asymptotycz-
ne estymatorow. Opisane modele pozwalaja na szacowanie miar ryzyka, ktérych
pewna klase, zwana koherentna miarg ryzyka, przedstawiam w rozdziale czwar-
tym. W rozdziale ostatnim, wykorzystujac zwroty dwdch indekséw gietdowych DAX
oraz WIG20, analizuje zmienna w czasie zalezno$¢ pomiedzy nimi, stosujac model
Copula-GAS oraz szacuje wartosé zagrozong i oczekiwany niedob6r portfela utwo-

rzonego z tych indekséw.

Stowa kluczowe: kopula, analiza zaleznoéci, wielowymiarowe szeregi czasowe, war-

tos$¢ zagrozona, oczekiwany niedobor

Abstract

Multivariate time series models without normal assumption regarding distribution
allow to analyse non-linear dependence. However, this gives rise to theoretical and
computational issues. Copula-based models allow to separately model marginal di-
stributions and dependence structure which links them to form a joint distribution.
Separating joint and marginal analysis is heuristically intuitive and helps greatly
in constructing econometric models. In this thesis, I present essential theory con-
cerning copulas and most influential econometric models based on a copula, which
can model multivariate financial series. I describe basic estimation procedures and
asymptotic properties of the estimators. These models allow to calculate risk me-
asures, precisely coherent risk measure, which I describe in chapter four. In the last
chapter daily returns on two indices, DAX and WIG20, are used to model time-
varying dependence structure between them applying a Copula-GAS model. Then,
thanks to estimation I calculate Value-at-Risk and Expected Shortfall of a simulated

portfolio made from the index returns.

Keywords: copula, dependence analysis, multivariate time series, Value-at-Risk,
Expected Shortfall.
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Wstep

Poprawna analiza i dopasowanie wielowymiarowego rozktadu probabilistycznego jest pod-
stawag, warunkujaca jako$¢ wynikoéw estymacji i prognozy wielowymiarowych szeregdéw
czasowych, w tym wielowymiarowych szeregéw finansowych. W przeciwienstwie do zja-
wisk jednowymiarowych, odejscie od wielowymiarowego rozkladu eliptycznego (w tym
od rozktadu normalnego) powoduje szereg trudnosci, zaréwno na gruncie teoretycznym,
jak i estymacyjnym. W wiekszosci przypadkéw zwigzane jest to z brakiem postaci ana-
litycznych, co powoduje problemy obliczeniowe i nie daje pewnosci w kwestii ekstremdow
globalnych funkcji wiarogodnosci. Kopula pozwala na opisanie rozktadu wielowymiarowe-
go za pomocy rozktadow brzegowych oraz oddzielnego schematu opisujacego zaleznosci.
W znaczacy sposéb utatwia to opis obserwowanego zjawiska i w dalszym kroku pozwala
na intuicyjne generowanie losowych obserwacji z wyestymowanego modelu, umozliwiajac
tym samym szacowanie wartosci zagrozonej dowolnego portfela.

W rozdziale pierwszym przedstawione zostanie wprowadzenie do teorii kopuli. Omé-
wione zostang podstawowe wlasnosci tej funkcji. Nastepnie pokazana zostanie mozliwosé
rozszerzenia dowolnej subkopuli do kopuli. Pozwoli to udowodni¢ podstawowy fakt zwigza-
ny z teorig kopuli, uzasadniajacy jej wykorzystanie do analizy zjawisk wielowymiarowych
— twierdzenia Sklara, mdéwiace o istnieniu oraz jedynosci kopuli dla dowolnego rozktadu
wielowymiarowego z ciggltymi jednowymiarowymi dystrybuantami brzegowymi.

W rozdziale drugim opisane sa najwazniejsze modele wielowymiarowe wykorzystywane
do opisu finansowych szeregdéw czasowych. Ukazane sa zaréwno modele wykorzystujace
kopule, jak i modele ,klasyczne”.

W kolejnym rozdziale zajmuje si¢ problemem estymacji modelu. Wyrdzniamy tutaj
podejscie statyczne oraz dynamiczne — w pierwszym przypadku zaktadamy, ze zaleznosci
pomiedzy zmiennymi sa stale w czasie, w przypadku drugim uchylamy to zatozenie. W
obu przypadkach mozemy rozwazaé estymacje w petni parametryczng lub tzw. estyma-
cje dwustopniowa, w ktorej dystrybuanty brzegowe opisane sa za pomoca klasycznego
estymatora.

W ostatnich dwoch rozdziatach przedstawie pojecie ryzyka oraz sposoby jego pomia-
ru. Skupie sie na wartosci zagrozonej oraz oczekiwanym niedoborze, ktory jest tzw. miarg
koherentng — najczesciej obecnie wykorzystywanym rodzajem miary ryzyka. Nastepnie,
opierajac sie na notowaniach indekséw WIG20 oraz DAX w latach 2003-2015 oraz modelu
kopuli, bede szacowaé powyzsze dwie miary dla stworzonego portfela, wykorzystujac me-
tode Monte Carlo. Estymacja bazowa¢ bedzie na modelu Copula-GAS przedstawionym
po raz pierwszy w roku 2011 przez Creala, Koopmana oraz Lucasa.

7, powodu obszernosci zagadnienia, dowody lematéw oraz twierdzen zostang podane
tylko w rozdziale pierwszym, w celu udowodnienia twierdzenia Sklara. W dalszych roz-

dziatach podaje literature, w ktérej znajduja sie wyprowadzenia wszelkich tez.



1. Kopule

Pojecie kopuli zdefiniowat Abe Sklar w roku 1959 [Sklar 1959]. Bedziemy rozwazaé przypa-
dek dwuwymiarowy, jednakze uogdlnienie na wyzszy wymiar przebiega naturalnie [Nelsen

2006].

1.1. Pojecie kopuli

By sformutowaé teorie kopuli w najogdlniejszym przypadku, trzeba wyjs¢ od pojecia sub-
kopuli. Podstawowa wtasnoscia zwiagzana z subkopula jest wymodg, by byta 2-rosnaca (ang.
2-increasing), co jest dwuwymiarowym odpowiednikiem funkcji niemalejacej jednej zmien-

nej.

Definicja 1.1. Dwuwymiarowa subkopula
Dwuwymiarowa subkopula jest funkcja C zdefiniowang na Ax B, gdzie A i B sg niepustymi
podzbiorami odcinka I = [0, 1] zawierajacymi punkty 0 oraz 1, spelniajaca nastepujace

warunki:

1. dla kazdej pary (v, z) € A x B funkcja jest uziemniona, tj.

C(v,0) =C(0,2) =0, (1.1)

2. dla kazdej pary (v,z) € A x B zachodzi

C(v,1)=wv, C(1,z2) =z, (1.2)
3. jest funkcja 2-rosnaca, tj.

C(’UQ,ZQ) — C(Uz, 21) — C(’Ul,ZQ) +C(U1,Zl) 2 O, (13)

dla (%1 <U2121 < Z9.

Na bazie powyzszej definicji otrzymujemy szereg podstawych wlasnosci subkopuli.

Lemat 1.2. Funkcja C(v,z) : Ax B — R, ktdra spelnia warunki 1 —3 z definicji 1.1, jest

niemalejgca zarowno wzgledem pierwszej, jak i drugiej zmiennej.

Dowdd. Wtasnos¢é pokazemy dla pierwszej zmiennej. Korzystajac z wlasnosci 3 definicji

subkopuli, po przegrupowaniu mamy

C(UQ,ZQ) — C(Ul, ZQ) 2 C(Ug,Zl) — C(Uth)



dla kazdego zo > 21 1 v9 > vy. Zatem réznica C(v, 2) — C(v1, 2) jest niemalejaca funkcja,

zmiennej z. W szczegolnoscei, dla kazdego z € B
C(vq, 2) — C(v1, 2) = C(v4,0) — C(vy,0) = 0.
Otrzymujemy stad, ze dla kazdego z € B oraz vy, v, € B takich, ze vy > vy,
C(vg,z) —C(vy, 2) = 0.

Analogicznie, lemat dowodzi sie dla drugiej zmiennej. .

Lemat 1.3. Dia kazdej pary (v, z) € A X B zachodzi
0<C(v,2) < 1.
Dowdd. Niech (v,z) € A x B. Mamy

0 =C(0,0) = C(v,0) = C(0,2) < C(v,2) <C(L,1) = 1.

Twierdzenie 1.4. Funkcja C jest jednostajnie ciggla na A x B C R?,

Dowdd. Wezmy dwa dowolne punkty (vy, z1) oraz (vq, 22) nalezace do A x B. Zachodzi
|C(U2, 22) - C(’Ul, Zl)| < |C(’U2, 2’2) - C(Ul, Zg)l + |C(U1, 22) - C(Ul, Zl)|

Jezeli v; < vy, to na podstawie z lematu 1.2, C(vq, 22) —C(v1, 22) = 0. Z tego, ze subkopula

jest funkcja dwurosnaca, dla prostokata vy, ve] X [29, 1] mamy
C(vg,1) — C(vg, z9) — C(v1,1) + C(v1, 22) = 0.
Po przegrupowaniu zachodzi
C(vg, 29) — C(v1, 29) < C(vg,1) — C(v1,1) = vy — vy.

Podobnie, jezeli vy < vy to:
C(Ug, ZQ) — C(Ul, 2'2) g O,

C(’Ug, 2’2) — C(Ul, 22) 2 C(Ul, 1) — C(’Ug, 1) = V1 — V2.

Oba te przypadki prowadzg do nieréwnosci

|C(’U2,ZQ) — C(’Ul, Zg)' < |1)2 — U1].



Podobnie w przypadku drugiej zmiennej mamy
IC(v1, 22) — C(v1, 21)| < |22 — 21,

co razem daje

|C(va, 22) — C(v1,21)| < va — 1| + |22 — 21].

Wartosci dowolnej kopuli sg ograniczone poprzez nastepujace nieréwnosci
Twierdzenie 1.5. KazZda subkopula speinia poniisze nierownosci
maz(v+ 2z —1,0) < C(v, z) < min(v, 2)
dla kazdego punktu (v,z) € A x B.
Dowadd. Korzystajac z wlasnosci subkopuli, biorac v, = 29 = 1 mamy
1—-C(v,1) =C(1,21) +C(v1,21) = 0=
v+ 21 — 1 < C(vy, 21),
dla kazdego punktu (v, 21) € A x B. Poniewaz C(v, z) > 0, zatem
maz(v+z—1,0) < C(v, 2)

dla kazdego punktu (v,z2) € A x B.

Ponownie korzystajac z wtasnosci kopuli oraz lematu 1.2, mamy
C(v,2) <C(v,1) =,

C(v,z) <C(l,2) ==
stad otrzymujemy prawa strone nieréwnosci. .
W przypadku gdy A oraz B sa odcinkami postaci [0, 1], mozemy méwié o kopuli
Definicja 1.6. Dwuwymiarowa subkopule, ktéra jest okreslona na [0,1] x [0,1] (tj. A =

B = I), nazywamy dwuwymiarowa kopula C.

1.2. Twierdzenie Sklara

Zdefiniujmy teraz pojecie funkcji brzegowej zwigzanej z kopula:
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Definicja 1.7. Funkcja brzegowa
Funkcjami brzegowymi danej kopuli C : Ax B -+ RsagC; : A — Roraz Cy : B — R,

zdefiniowane odpowiednio jako:

Ci(z) =C(x, 1),
Ca(y) = C(1,y).

By przejs¢ do udowodnienia podstawowego twierdzenia dotyczacego kopuli, potrzebne

beda nastepujace lematy:

Lemat 1.8. Funkcja C : A x B — R wuziemniona i 2-rosngca, z brzegami C; oraz Cs,

spelnia nastepujgce nierownosci:
[C(v2,2) — C(v1,2)| < [Ci(v2) — Ci(vn))],

dla kazdej pary punktow (vq, z), (ve, z) nalezgcych do dziedziny C oraz
C(v, 22) = C(v, 21)| < [Ca(22) — Ca(21)],

dla kazdej pary punktow (v, z1), (v, z2) nalezgcych do dziedziny C.

Dowéd. Niech vy > v1. Rozwazmy prostokat [vi, vs] X [z, 1] w R?. Korzystajac z whasnosci

(1.3), otrzymujemy
C(vg,1) = C(vy, 1) — C(va, 2) + C(v1,2) = 0.

Stad
C(?)27 Z) — C(Ul, Z) < C1<U2) — C1<U1)

Na podstawie lematu 1.2 prawdziwa jest zatem nieréwnosé
C(v2, 2) = C(v, 2)| < |Cu(v2) = Ca(vy)]-
Jezeli vy < v1, ponownie korzystajac z whasnosci (1.3), otrzymujemy tym razem
C(v1, z) — C(vg, z) < Ci(ve) — C1(v1).
Ostatecznie, z lematu 1.2 otrzymujemy
IC(v1, 2) = C(vz, 2)| < |Cu(v2) = Ca(vy)]-

Dla drugiej zmiennej rozumowanie przebiega analogicznie. .

Lemat 1.9. Dla funkcji zdefiniowanej jak w poprzednim lemacie zachodzi nastepujgca
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nieréwnosé
|C(v2, 22) — C(v1, 21)| < [Ci(v2) — Ci(v1)| + |Ca(22) — Ca(21)],

dla kazdej pary punktow (vy, z1), (va, 29) nalezacych do dziedziny C.

Dowdéd. Wykorzystujac dwukrotnie powyzszy lemat, otrzymujemy

C(va, 22) — C(v1, 1)) C(v2, 22) — C(va, 21)| — |C(v2, 21) — C(v1, 21)]

Ci(v2) — Ci(v1)| + [Ca(22) — Ca(21)].

Ponizszy lemat moéwi o mozliwosci rozszerzenia dowolnej subkopuli do kopuli, ktora
jest identyczna z dana subkopula na jej dziedzinie. Jest takze niezbedny do udowodnienia

twierdzenia Sklara.

Lemat 1.10 (Schweizer i Sklar 1974). Dla kazdej subkopuli C istnieje kopula K, taka Ze
zachodzi:
K(v,z) =C(v,2),

dla kazdego (v, z) € Dom C. Kopula ta nie musi byé wyznaczona jednoznacznie.

Dowdéd. Niech dziedzing subkopuli C bedzie A x B. Z cigglosci C, mozemy jg rozszerzy¢
do C z dziedzing A x B, gdzie A oraz B sa domknieciami zbioréw A i B. Rozszerzmy teraz
subkopule C do kopuli K nastepujaco: dla kazdego punktu (v, z) € I? niech vy oraz v, beda
odpowiednio elementem minimalnym oraz maksymalnym w A speliajacym nieréwnoéci
v; < v < vy oraz analogicznie 21, 2> z B, odpowiednio najwiekszym oraz najmniejszym
elementem spelniajacym nierownosci z; < z < 2s.

Niech teraz:

A — (v— Ul)/(% —wv1), gdy v < v,
: ]‘7 gdy U1 = V2,

(z—21)/(22 = 21), gdy 21 < 2,
M1 =
1, gdy 21 = 2o,

oraz zdefiniujmy funkcje K nastepujaco:

K(v,2z) = (1= X)(1 = pu1)C(v1, 21) + (1 — A\)psC(vy, 29)

_ _ (1.4)
-+ )\1(1 — ,LLl)C(UQ, 21) + )\1/,616(1)2, 22).

Widaé, ze Dom K = I? oraz K spelnia wlasnoéci 1 i 2 z definicji 1.1 Musimy wykazaé
wtasnos$¢ 3. Niech (s,t) € I? bedzie takim punktem, ze v < s i z < t oraz oznaczmy

~X
przez si, $o najwickszy oraz najmniejszy element z A taki, ze s; < s < s5. Odpowiednio



12
definiujemy elementy 21, 25 z B, spelniajace nieréwnos¢ z; < z < 2z oraz Ag i ps.
Niech R(v, z; s,t) oznacza warto$é wyrazenia
K(s,t) — K(v,t) — K(s, z) + K(v, 2).
Rozwazmy dwa skrajne przypadki rozstawienia punktéw. W najprostszym, nie ma punk-

téw pomiedzy v a s w A, oraz pomiedzy z a t w B. Wtedy vy = 51,0y = 89,2, = t; oraz

29 = t3. Daje to w ostatecznosci
R(% 2 SJ) = ()\2 - )\1)(N2 - ,UI)R<U1> 215 V2, 2'2) = ()\2 - )\1)(#2 - M1)R(51,t1; S2, tz);

z czego otrzymujemy, ze R(v,z;s,t) > 0, poniewaz v < s i z < t, implikuje Ay > \; oraz

H2 = fi1.
Rozwazmy drugi — najbardziej skomplikowany przypadek, ktory ilustruje rysunek 1.1:
(UQ, tg) (317 t2)
(v1,t2) ¢ ------- R {AREREEE * (s2,11)
(vt) (s
T (52.1)
(v1, 22) :‘ i ,‘7@%,72727)7 S 7(?1;?72),\ ********* + (82, 22)
- (v2)  (s2) |
(Ul,Zl)" ******** e T L (82,21)
(v2,21) (51,21)

Rysunek 1.1. Ilustracja graficzna przypadku najbardziej ztozonego.

W tym przypadku zachodza nieréwnosci

V<UL S5 <8,

z2<zp <11 <t



13

Stosujac 1.4 do czterech wyrazen z R(v, z; s,t), po uproszczeniu otrzymujemy

R(v,z;8,t) = (1 — M) paR(v1, t1;v9, ta) + o R(va, t1; 1, t2)+
+ AopoR(s1,t1; 82, t2) + (1 — M) R(v1, 22501, t1)+
+ R(vg, 22; 81, t1) + Ao R(81, 225 525 t1)+
+ (1 =X)L = ) + R(v1, 215 v2, 22)+
+ (1 — p1)R(vg, 215 81, 22) + Aa(1 — p1) R(s1, 215 2, 22).

Wyrazenie po prawej stronie powyzszej rownosci jest kombinacja nieujemnych wyrazen
o nieujemnych wspoétezynnikach. Zatem R(v,z;s,t) > 0. W pozostalych przypadkach
wyrazenie to jest rowniez nieujemne. Zatem funkcja K spelnia wtasnosé 3 z definicji 1.1,

czyli jest kopula. .

Rozwazmy teraz abstrakcyjna przestrzen probablistyczna (£2, F, P), gdzie €2 jest zbio-
rem zdarzen elementarnych, F jest o-algebra okreslona na tym zbiorze, a P jest miarg

probablistyczng okreslona na F. Niech X oraz Y beda zmiennymi losowymi na przestrzeni
(€, F).

Definicja 1.11. Dystrybuanta

Dystrybuanta jednowymiarowej zmiennej losowej X to funkcja F': R — [0, 1] postaci

Przez Fy, F5, F' oznacza¢ bedziemy odpowiednio dystrybuante zmiennych XY oraz
ich dystrybuante taczna. Na potrzeby dalszej analizy wtasnosci kopuli potrzebne bedzie

zdefiniowanie funkcji quasi-odwrotnej do dystrybuanty.

Definicja 1.12. Uogdlniona odwrotnosé dystrybuanty

Przez uogodlniong odwrotnosé¢ dystrybuanty rozumiemy funkcje okreslong wzorem
F'u)=inf{z: F(r) >u, 0<u<1}.

Za pomoca uogoélnionej odwrotnosci dystrybuanty mozna udowodni¢ nastepujaca wta-

Sciwos¢ przetransformowanych zmiennych losowych o ciaglej dystrybuancie:

Twierdzenie 1.13. Jezeli zmienna losowa X ma ciggle dystrybuante F, to F(X) ~
U(0,1), gdzie U(0,1) oznacza rozklad jednostajny na przedziale [0, 1].
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Dowdd. Wezmy dowolne u € [0, 1]. Musimy pokazaé¢ réwno$¢ P(F(X) < u) = u. Mamy

P(F(X)<u)=P(F 'oF(X)<F'u)
P(X < F~'(u)
F(F~(u))

u.

Pierwsza réwnoéé¢ zachodzi, poniewaz F~! jest funkcja niemalejacg. Druga réwnoéé, dla
dystrybuanty $cisle rosnacej wynika z réwnoéci F~! o F(x) = z. W przypadku dystry-
buanty niemalejacej, moze istnieé¢ przedziat [xy, z5], gdzie dla x € [z1, 23] mamy P(X <
z) = P(X < x;). Na takich przedziatach zachodzi P(x; < X < z) = F(x) — F(z,) = 0.

Ostatnia réwno$¢ wynika z zaktadanej ciagtosci dystrybuanty F'. .

7 definicji wynika wprost, ze kopula jest taczng dystrybuantg dwdch zmiennych loso-

wych o jednostajnym rozkladzie prawdopodobiefistwa na przedziale [0, 1], tj.
C(v,z) = P(U < u,V <),

gdzie U ~ U(0,1) oraz V' ~ U(0, 1). Zatem warto$¢ kopuli w punkcie (Fi(z), F»(y)) jest
warto$cia tacznej dystrybuanty zmiennych losowych X oraz Y, gdyz

(
— P(FU) <
=P(X <z,Y <y)
= F(x>y)

Mozemy teraz przejs¢ do udowodnienia twierdzenia Sklara.
Twierdzenie 1.14 (Sklar, 1959). Niech Fy, Fy bedg dystrybuantami brzegowymi. Wtedy:

1. jezeliC jest subkopulg, ktorej dziedzina zawiera Ran(Fy) X Ran(Fy), to funkcja przyj-

mujgca dla (z,y) € R?* wartosé

C(Fi(x), F2(y))

jest tgczng dystrybuantg z dystrybuantami brzegowymi Fy, Fy;

2. odwrotnie, jezeli I jest lgczng dystrybuantq z dystrybuantami brzegowymi Fy, Fs, to
istnieje dokladnie jedna subkopula C z dziedzing Ran(Fy) x Ran(Fy) taka, Ze

Fa,y) = C(Fi(x), F2(y)).
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Jezeli Fy, Fy sq ciggle, to subkopula C jest kopulg. W przeciwnym wypadku istnieje
taka kopula IC, zZe dla kazdego (v, z) € RanF; x RanFy mamy

K(v,z) =C(v, 2).

Dowdd. 1. Musimy sprawdzi¢, ze funkcja F' okreslona wzorem F(z,y) = C((Fi(z), Fx(y))
posiada wtasnosci dystrybuanty dwuwymiarowej oraz jej dystrybuantami brzegowymi sg
FiiFs.

Oczywiscie dziedzing funkcji F' jest podzbiér R x R. Z wtasnosci kopuli, jest ona

2-rosnaca. Mamy
F(z, —00) = C((Fi(x), F3(—00)) = C((F1(x),0) = 0,

F(—00,y) = C((Fi(—00), Fx(y)) = C((0, Fr(y)) = 0,

F(400,400) = C((F1(4+00), Fo(+00)) = C(1,1) = 1.

Zachodzi takze:
F(x,400) = C((Fi(z), F5(+00)) = C((Fi(x),1) = Fi(x)
i analogicznie dla drugiej zmiennej.

2. Rozwazmy taczna dystrybuante F' zmiennych losowych XY, z dystrybuantami brze-
gowymi Fj, Fy oraz dwa punkty (x1,41), (z2,12) € R2.
Zatozmy, ze

Fi(x1) = Fi(x9) oraz Fy(y1) = Fa(ya).

Na mocy lematu 1.9 zachodzi:

[E (1, 91) = F(xa,92)| < |[Fi(w1) = Fi(zo)] + [Fa(hn) = Fa(ya)l,

zatem F(x1,11) = F(x2,y2). Wynika stad, ze dla kazdego punktu (z,y) € R? wartosé
dystrybuanty tacznej F' jest funkcjg dystrybuant brzegowych F) oraz Fy. Zatem zbior:

{(Fi(2), F(y)) , F(,9) [(2,y) € R*},

definiuje funkcje rzeczywista C, ktérej dziedzing jest produkt kartezjanski Ran Fj X
Ran F;. Funkcja ta jest subkopula, co wynika z wtasnosci dystrybuanty dwuwymiaro-

wej.
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Jezeli Fy oraz F, sa ciggle, to Dom C = I?, zatem C jest kopula. W drugim przypadku

korzystamy z lematu 1.10. .

Twierdzenia Sklara pokazuje, iz z jednej strony dowolny rozktad wielowymiarowy mo-
zemy podzieli¢ na dwie cze$ci — przechowywujacg informacje o jednowymiarowych roz-
ktadach brzegowych oraz kopuli, w ktorej przechowywana jest cafa informacja odnosnie
zalezno$ci pomiedzy danymi zmiennymi losowymi. W przypadku modelowania okreslone-
go zjawiska wielowymiarowego, pozwala nam to na podzielenie procesu dopasowywania
odpowiedniego modelu statystycznego na cze$é¢ zwiazang z okresleniem dystrybuant brze-
gowych oraz odpowiedniej kopuli, poprawnie oddajacej zwigzek pomiedzy analizowanymi
zmiennymi losowymi. Co wiecej, twierdzenie Sklara zapewnia jednoznaczno$¢ prawidtowej
kopuli, gdy dystrybuanty jednowymiarowe sa ciagle. Z drugiej strony powyzsze twierdze-
nie pokazuje, iz potaczenie dowolnych dwoch rozktadow jednowymiarowych oraz funkcji,
ktora spetnia wlasnosci subkopuli z definicji 1.1, powoduje otrzymanie okreslonego rozkta-
du wielowymiarowego. Pozwala to na stworzenie ,nieskonczenie” wielkiej liczby rozktadow
wielowymiarowych, jezeli zapewnimy, ze funkcja taczaca brzegi spelia okreslone wlasci-
wosci.

Ponizsze twierdzenie méwigce o niezmienniczo$ci kopuli wzgledem transformacji mo-
notonicznie rosngcej jest bardzo wazna charakterystyka, ktéra sprawia, ze kopula jest
yatrakcyjnym” narzedziem podczas modelowania statystycznego. Stosujac transformacje
monotonicznie rosngca, mamy pewnoscé, ze kopula nowych zmiennych losowa jest identycz-
na, a co za tym idzie zwiazek pomiedzy danymi zmiennymi losowymi w obu przypadkach

jest identyczny.

Twierdzenie 1.15. Niech X @Y bedqg zmiennymi losowymi o cigglych dystrybuantach,
oznaczonych odpowiednio Fy i Fy, majgcymi kopule C. Jezeli ay i oy sqg funkcjami $cisle
rosngcymi, to zmienne losowe a1(X) i ax(Y), o dystrybuantach Fy(a7') i Fy(ait) oraz
tacznej dystrybuancie okreslonej wzorem G(s,t) = P(ay(X) < s,a9(Y) < t), posiadajg te

samgq kopule co zmienne X oraz 'Y, tj.
G(s,t) = C(Fi(ar'(s)), Fa(ai (1))

Kopula jest zatem niezmiennicza ze wzgledu na transformacje scisle rosngce.

Dowéd. Niech (s,t) € R? bedzie dowolnym punktem oraz niech x oraz y beda takie, ze
s = Fi(z), t = Fy(y). Przez C oznaczmy kopulg zmiennych a;(X) oraz as(Y), a przez
H,, H, ich dystrybuanty brzegowe. Mamy
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Otrzymali$my zatem, ze zachodzi réwnosé C = C. .

Dla kopuli, jako szczegélnego przypadku klasy rodzin rozktadéw dwuwymiarowych,

mozemy sformutowaé pojecie gestosci.
Definicja 1.16. Jezeli kopula C jest absolutnie ciggta, to jej gesto$¢ wyraza sie wzorem

9%C(v, z
c(v,z) = 31)(82)

Lemat 1.17, bezposrednio wynikajacy z twierdzenia Sklara, méwigcy o tzw. reprezen-

tacji kanonicznej gestosci kopuli, jest bardzo przydatny w trakcie estymacji modeli.

Lemat 1.17. Niech X ©Y bedg zmiennymzi losowymsi o cigglych dystrybuantach, odpowred-
nio Fy © Fy, dystrybuancie {gcznej F oraz kopuli C. Wowczas jesli wszystkie dystrybuanty

i kopula sq absolutnie ciggle, to zachodzi nastepujgca rownosé

[, y) = e(Fi(x), Fa(y) f1(2) f2(y), (1.5)

gdzie f jest gestoScig lgczng, c jest gestosciq kopuli, a fi, fo sq gestosciami zmiennych
X, Y odpowiednio.

Dowdd. Niech (v, z), gdzie v = Fy(z), z = Fy(y), bedzie dowolnym punktem z wnetrza

[0, 1] x [0, 1]. Wéwezas, korzystajac z reguty tancuchowej, mamy:

oo, ) = FCW2) _ PFF ). Fy ' (2))
’ vz vz
OF () OFy(y) f(z,y)

= f(Ffl(U>7 F271<Z))/ o ay = f1(56)f2(y) (16)

7 postaci kanonicznej jasno wynika, ze gestos¢ kopuli jest réwna 1 w przypadku, gdy

zmienne losowe XY sg niezalezne.

1.3. Miary zaleznoSci
1.3.1. Miara konkordancji

Problem analizy zalezno$ci jest z definicji zwigzany bezposrednio z pojeciem kopuli. Pa-
rafrazujac R. Nelsena: kopula, ktéra taczy dwa przetransformowane rozktady i tworzy z
nich taczng dystrybuante dwuwymiarowa, okresla zalezno$é¢ pomiedzy dwoma zmiennymi
losowymi, z czego otrzymujemy, ze pojecie zaleznosci jest jedng z cech kopuli.

Jednakze préba zdefiniowania ogdlnej koncepcji miary zaleznosci rodzi szereg proble-

méw. O dwoch zmiennych losowych, mozna mowié, iz w jakis sposob sa ze soba powiazane,
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jezeli nie zachodzi réwnosé

F(x,y) = Fi(z)Fa(y),

gdzie F' jest dystrybuanta taczna, a F} i F» sa dystrybuantami brzegowymi. Jednakze
stwierdzenie braku niezalezno$ci, nie daje jednoznacznej informacji o typie zwigzku po-
miedzy danymi zmiennnymi losowymi.

Jednym z najpopularniejszych poje¢ w sposéb mozliwie najogdlniejszy opisujacy zwig-
zek pomiedzy zmiennymi, jest tzw. miara konkordancji. W nieformalny sposéb mozna ja
zdefiniowa¢ nastepujaco:

Definicja heurystyczna (Cherubini i in. 2004)

Pojecie konkordancji jest probg okreslenia wystepowania ,,zgodnosci” zachowan zmiennych
losowych, tj. prawdopodobienstwo wystepowania ,duzych” (,matych”) wartosci zmien-
nych X oraz Y jednoczesnie jest wysokie, podczas gdy wystepowanie ,,duzych” (,,maltych”)
wartoéci zmiennej X jednoczes$nie z ,matymi” (,duzymi”) wartoSciami zmiennej Y jest
niskie.

W sposéb formalny, dowolng funkcje mozna nazwaé miara konkordancji, jezeli spelnia

ponizsze aksjomaty [Scarsini 1984]:

Definicja 1.18. rkxy jest miarg konkordancji pomiedzy cigglymi zmiennymi losowymi
X 1Y z kopula C jezeli:

1. jest okreslona dla kazdej pary cigglych zmiennych losowych,
2. jest unormowana: kxy € [—1, 1],

3. jest symetryczna: kKxy = Ky,x,

4. jezeli X 1Y sg niezalezne, to kxy = 0,

5. Koxy = Kx,—y = —KXyY,

6. jezeli {X,,Y,} jest ciagiem ciaglych zmiennych losowych z kopula C,, oraz:
lim C,, (v, 2) = C(v,2), dla kazdej pary(v,z) € I?,

to

hm I{men = fiX7y,
n—oo
7. jezeli Cy i Cy sa kopulami wektorow (X7,Y)) i (X, Ys) oraz
Ci(v,2) < Cy(v, 2) dla kazdej pary (v, z) € I?, to: ke, < Ke,-

Powyzsza definicja implikuje nastepujaca wtasnoscé:
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Twierdzenie 1.19. JeZeli ay oraz as sq funkcjami scisle rosngeymi na obrazie dystrybu-

ant G oraz H zmiennych losowych X orazY odpowiednio, wowczas:

KXY = Raj(X),a2(Y)-

Miara konkordancji jest zatem niezmiennicza wzgledem transformacji scisle rosnacych.
Kolejna istotna wtasnoscia jest fakt, iz niezalezno$é zmiennych losowych jest warunkiem

wystarczajacym, ale nie koniecznym na to, by warto$¢ miary konkordancji byta réwna 0.

1.3.2. Podstawowe miary zaleznosci

Méwimy, ze dwie rézne realizacje wektora losowego (X7, Y)) oraz (Xs, Y3) sa zgodne, jezeli
X;> X1V > Yo lub X < X51Y) <Y, aniezgodne w przypadku przeciwnym [Doman
2011]. Jedna z bardziej znanych miar zaleznosci, ktére spetniajg aksjomaty konkordancji
jest wspélezynnik tau Kendalla [Kendall 1938]

Definicja 1.20. Wspétczynnik Kendalla

Wspdtezynnik 7 Kendalla dwéch zmiennych X i Y] jest zdefiniowany wzorem
7= P((X1 = X3)(Y1 = ¥2) > 0) = P((X; = X2)(V1 — ¥3) <0),

gdzie (X3, Ys) jest wektorem losowym niezaleznym od (X3,Y]) i majacym taki sam roz-
ktad, jak (X1,Y7).

Powyzsza definicja pokazuje, ze wspotczynnik Kendalla mierzy réznice pomiedzy praw-
dopodobienstwem zgodnosci (konkordancji) a prawdopodobiefistwem niezgodnosci (dys-
konkordancji) dwoch niezaleznych wektoréw losowych, majacych ten sam taczny rozklad.

W przypadku rozktadow losowych o cigglych dystrybuantach, mozemy wykorzystac¢

kopule do obliczenia wartosci tej miary zaleznosci

Twierdzenie 1.21. Niech X orazY bedqg zmiennymi losowymi o cigglych dystrybuantach,

z kopulg C. Wspotczynnik T Kendalla jest wowczas rowny
T = 4//C(v,z) dC(v,z) — 1.
12

Mozna takze pokazaé, iz

Twierdzenie 1.22. Wspdlczynnik Kendalla z danej kopuli C oraz kopuli przezycia, o
postaci C(v,2) =v+2z—1+C(1—v,1—2), dla (v,z) € I2, sq sobie réwne.

Kolejna miarg dobrze znana oraz spelniajacg aksjomaty z definicji 1.18, jest wspot-

czynnik Spearmana, ktéry nazywa sie zamiennie wspotczynnikiem korelacji rang.
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Definicja 1.23. Wspdlezynnik pg Spearmana zmiennych losowych (X7, Y1) okreslony jest

ps = 3[P((X1 — X3)(Y1 = ¥3) > 0) — P((X1 — X5) (Y1 — Y3) <0)],

gdzie (X1, Y1), (Xo,Y2) i (X3, Y3) sa niezaleznymi wektorami losowymi o tej samej tacznej
dystrybuancie.

Wspétezynnik Spearmana mierzy znormalizowang réznice prawdopodobienstwa zgod-
nosci i prawdopodobienstwa niezgodnosci dla pary wektoréw losowych (X1,Y7), (Xo, Y3),
powstalych z realizacji trzech niezaleznych wektoréw losowych (X1, Y)), (Xs, Ys), (X3, Ys)
o tym samym rozkladzie [Nelsen 2006].

Podobnie jak w przypadku wspoétczynnika Kendalla, dla zmiennych losowych o cig-

glych dystrybuantach, miare te mozna obliczy¢ korzystajac z kopuli zmiennych losowych.

Twierdzenie 1.24. Wspélczynnik ps Spearmana dla zmiennych losowych X oraz Y o

ciggtych dystrybuantach i majgcych kopule C, jest postaci
ps = 12 //C(v,z) dC(v,z) —3 =12 //vde(v,z) — 3. (1.7)
12 72

Zamienna nazwa wspotczynnika korelacji rang wynika z tego, iz przetransformowane
zmienne losowe U = Fy(X) oraz V = F5(Y'), to wlasnie rangi zmiennych losowych X oraz

Y, a wzor (1.7.) mozna zapisa¢ w postaci

E(UV)—-1/4  Cov(U,V)
1/12 \/Var ) Var( )

ps = 12//1}de(1},2) —3=12E(UV)—-3=
12

Ostatnie wyrazenie z powyzszego wzoru zwane jest wspotczynnikiem korelacji liniowej, w
tym przypadku pomiedzy zmiennymi Fi(X) oraz Fy(Y).

Najbardziej popularnym miernikiem zalezno$ci pomiedzy zmiennymi losowymi, szcze-
gélnie w przypadku zastosowan w naukach przyrodniczych czy ekonomii, caty czas pozo-

staje wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona.

Definicja 1.25. Wspoétezynnik korelacji liniowej p dla dwéch zmiennych losowych X oraz
Y, posiadajacych skonczony drugi moment, jest postaci

Cov(X,Y)
\/Var )Var( )

7 definicji, wspétezynnik ten okresla poziom zaleznosci pomiedzy dwoma zmiennymi
losowymi tylko w aspekcie liniowym. Wspdtezynnik ten nie jest miarg konkordancji w
sensie definicji 1.18. Wazna wtlasno$¢ wspotczynnika Pearsona, zwlaszcza w przypadku

transformacji danych, pokazuje ponizszy lemat.
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Lemat 1.26. Wspédlczynnik korelacji liniowej jest niezmienniczy, tylko ze wzgledu na

scisle rosngceq liniowq transformacje zmiennych.

Warto tutaj takze nadmienié¢, zwtaszcza w przypadku wnioskowania statystycznego, iz
sytuacja, w ktorej zachodzi pyxy = 0, w ogblnosci, nie implikuje niezaleznosci zmiennych
losowych X oraz Y. Powyzsza wlasnos¢ wynika z faktu, iz wspoétezynnik korelacji liniowe;
jest wladciwa miarg zaleznosci tylko dla pewnej rodziny rozkladéw (w tym rozklad normal-
ny czy t Studenta). W ogdlnosci, wnioskowanie odnosnie charakteru zaleznosci pomiedzy
zmiennymi losowymi, tylko na bazie wspotczynnika korelacji liniowej, moze prowadzi¢ do
wnioskéw znaczaco odbiegajacych od rzeczywistej sytuacji — szereg przyktadéw zostato
podanych w artykule Embrechtsa, McNeila oraz Straumanna [2002].

Kolejng miarg opisujaca pewien rodzaj zwiazku miedzy danymi zmiennymi losowymi

jest tzw. zaleznos¢ w ogonach.

Definicja 1.27. Niech granice

1-2
o — lim v+C(v,v)
v—1— 1—w
oraz c
>\L = lim (U7 U)
v—01 v

beda skonczone. Méwimy, ze zmienne losowe X oraz Y, o ciagtych dystrybuantach od-
powiednio F} oraz Fy oraz kopuli C, posiadaja zaleznos¢ w gérnym ogonie, wtedy i tylko
wtedy gdy Ay € (0,1] lub brak tej zaleznosci, gdy Ay = 0. Analogicznie, w drugim

przypadku méwimy o zaleznosci w dolnym ogonie.

W kontekscie probablistycznym, zaleznos¢ w ogonie géornym wyraza prawdopodobien-
stwo przekroczenia progu v przez Fj(X) pod warunkiem, ze F»(Y') przekroczy ten prég, w
przypadku, gdy v dazy w granicy do 1 [Doman 2011]. Analogicznie, mozna wyrazi¢ takze

zalezno$¢ w ogonie dolnym. W formalny sposob, ujeto to w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 1.28. Niech dane bedg zmienne losowe X orazY z dystrybuantami Fy oraz
Fy odpowiednio oraz kopulg C (oznaczamy Fi1(X) przez U, a F5(Y) przez V). Wtedy

Av=lim PU>v|V>v)=lim P(V>v|U>v)

v—1— v—1—

oraz
A= lim PU<v |V <v)=lim P(V<v|U<v).

v—07F v—07F
Miary te nie sa miarami konkordancji. Ponizsze twierdzenie okresla zwiazek pomiedzy
zaleznosciami w ogonach dla dwoch zmiennych z dang kopula oraz zwigzang z nia kopula,

przezycia.
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Twierdzenie 1.29. Niech X oraz Y bedg zmiennymi losowymi z kopulg C, i zwigzang z

nig kopulg przezycia C. Zachodzg wtedy nastepujgce réownosci

v = AL,
XL - )\Ua

gdzie S\U, AL oznaczajg wspotczynnki zaleznosci w ogonie gornym i dolnym, odpowiednio,

zwigzane z kopulg przezycia.

1.4. Podstawowe rodziny kopuli

Ponizej przedstawiono najczesciej stosowane podczas modelowania rodziny kopuli. Kazda

z nich w odmienny sposob oddaje zwigzek pomiedzy danymi zmiennymi losowymi.
Definicja 1.30. Kopule postaci
1. C(v,2) = max(v+ z — 1,0) nazywamy minimalng i oznaczamy przez C~,
2. C(v,z) = min(v, z) nazywamy maksymalng i oznaczamy przez C*,

3. C(v, z) = vz nazywamy produktowsq i oznaczamy przez Ct,

O 1(v) d1(2

(=)
4 Cv.zp) = 071 (0). 07 = [ [ exp (=55 ) dsdt

— 00 —00

gdzie ®,, ® oznaczaja odpowiednio dystrybuante standardowego rozktadu normal-

nego dwuwymiarowego ze wspotczynnikiem korelacji p oraz jednowymiarowego, na-
zywamy kopula gaussowskq i oznaczamy przez C9¢,

5. C(v,2;p,v) = t,(t,(v),1,1(2))

_ (v+2)

1 (v) t "1 (2)
1 2 _2pst + t? 2
_ / / - 14_& dsdt
S o2/l = p? v(l—p?)

gdzie t, ,,t, oznaczaja odpowiednio dystrybuanty rozktadu ¢ Studenta dwuwymia-

rowego ze wspoOtczynnikiem korelacji p i liczba stopni swobody v oraz jednowymia-

rowego, nazywamy kopulg Studenta i oznaczamy przez C?,

_1
6. C¢(v,2,0) = max{(v”%—zfe - 1) ?0}, 0 € [-1,00) \ {0}, nazywamy kopula
Claytona i oznaczamy przez C°,
7. CE%(v,2;0) = exp (— ((— Inv)? + (—1In z)9>l/0>, 0 € [1,00), nazywamy kopula Gum-
bela i oznaczamy przez C®,

—6v __ —0z
8. CF(v,20) = —;m (1 Ll 6_19)(_6 : D)

ka i oznaczamy przez CF.

) , 0 € R\{0}, nazywamy kopula Fran-
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Kopula minimalna przedstawia zaleznos¢ doskonala negatywna — zmienne losowe sg
tutaj doskonale niezgodne. Kopula maksymalna ukazuje zaleznosé doskonaty dodatnia, tj.
wraz ze wzrostem jednej ze zmiennych, druga réwniez rosnie i na odwrot. Pomiedzy nimi
jest kopula produktowa, ktéra opisuje brak jakiejkolwiek zaleznosci miedzy zmiennymi.

Kopule gaussowska oraz Studenta sa tzw. kopulami eliptycznymi, czyli kopulami roz-
ktadéw eliptycznych. W pierwszym przypadku jest to dwuwymiarowy rozktad normalny,
natomiast w drugim rozktad ¢ Studenta. Nosnikiem informacji dotyczacej zaleznosci po-
miedzy danymi zmiennymi losowymi jest tutaj parametr p, ktéry jest wspétczynnikiem
korelacji liniowej Pearsona. W przypadku gdy liczba swobody v zbiega do nieskonczono-
Sci, kopula Studenta zbiega do kopuli gaussowskiej. W przypadku skonczonej liczby stopni
swobody, réznica w rozktadzie pomiedzy tymi dwoma kopulami jest istotna, zwtaszcza
kiedy uwzgledni sie ogony rozktadow.

Kopula Claytona, Gumbela oraz Franka pochodzg z rodziny kopuli archimedesowych,
ktére sa tworzone na bazie tzw. generatoréow, tj. funkcji okreslajacych charakter powiazan
pomiedzy zmiennymi losowymi. Dobierajac odpowiedni generator, jesteSmy w stanie zadac
kopule o zaleznosciach tylko w jednym z ogondéw, tak jak ma to miejsce w przypadku np.
kopuli Claytona czy Gumbela. Rysunek 1.2 przedstawia wykresy gestosci czterech kopuli

czesto wykorzystywanych w trakcie estymac;ji.
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Rysunek 1.2. Gestosci kopuli, odpowiednio, Claytona, Gumbela, gaussowskiej i Studenta

1.5. Kopula warunkowa

Podczas analizy szeregdéw czasowych czesto stajemy przed problemem analizy danej zmien-
nej losowej warunkowo wzgledem drugiej zmiennej. Niestety, uzyskanie definicji kopuli
warunkowej nie jest mozliwe w sposéb naturalny jak dla rozkladu warunkowego [Patton
2002].

Rozwazmy teraz zmienne losowe (X,Y, W), okreslone na tej samej przestrzeni pro-
bablistycznej. Przez F oznaczaé¢ bedziemy dystrybuante warunkowa (X,Y)|W, a przez
Fy oraz Fy, odpowiednio, dystrybuante warunkowa zmiennej X|W oraz Y|WW. Bez straty

ogblnosci mozemy zatozy¢, iz zmienna warunkujaca jest wymiaru 1.

Definicja 1.31. Kopula warunkowa

Kopula warunkowa pary zmiennych losowych (X, Y’) pod warunkiem W, gdzie X|W ~ F}
oraz Y|W ~ F,, jest warunkowa taczna dystrybuanta zmiennych losowych U = Fy(X|W)
oraz V = F5(Y|W) pod warunkiem W.



25

Innymi stowy kopule warunkowa mozemy zdefiniowa¢ poprzez rownoscé:
F(X,Y[W) = C(F(X|W), B (Y [W)[W). (1.8)

Kopule warunkowa mozna otrzymaé¢ z dowolnego tacznego rozktadu danych zmiennych
losowych U, V,W — jest to taczny warunkowy rozklad dwoch pierwszych zmiennych lo-
sowych wzgledem pozostalej zmiennej, taki ze jest to kopula dla wszystkich wartosci
zmiennej warunkujacej [Patton 2002].

Trzeba tutaj podkresli¢, ze zbiér warto$ci zmiennej warunkujacej musi by¢ jednakowy
dla rozktadéw brzegowych i dla kopuli. W przypadku niespetnienia tego warunku, funkcja
zdefiniowana przez rownos¢ 1.8 nie jest taczna dystrybuants warunkows. Teoretyczny
przyktad mozna znalezé w artykule Pattona [2006].

Majac zdefiniowang kopule warunkowa, mozemy sformutowaé rozszerzone twierdzenie
Sklara.

Twierdzenie 1.32 (Twierdzenie Sklara dla warunkowych rozkladéw o ciagtych dystry-
buantach (Patton 2002)). Niech F| bedzie warunkowq dystrybuantg zmiennej X|W, Fy
warunkowq dystrybuantq zmiennej Y|W, a przez F oznaczmy lgczng warunkowq dystry-
buante zmiennych (X,Y)|W. Zaloimy, Ze Fy oraz Fy sq ciggle. Istnieje jednoznacznie

okreslona kopula warunkowa C taka, Ze:
F(x,y|lw) = C(Fi(z|w), Fo(y|w)|w), dla kazdych (z,y) e RxR i we W  (1.9)

Oduwrotnie, jezeli Iy jest warunkowq dystrybuantg zmiennej X|W, Fy jest warunkowq dys-
trybuantg zmiennej Y|W, a C jest ich warunkowq kopulg, to funkcja zdefiniowana przez
rownanie (1.9), jest dwuwymiarowg warunkowq dystrybuantq z dystrybuantami brzegowy-

mi Iy oraz F3.

1.6. Pojecie wielowymiarowego procesu stochastycznego

Rozwazmy teraz rodzine (X¢),cp, X¢ = (X4, ..., Xi)', wektorowych zmiennych losowych
okredlonych na tej samej przestrzeni probabilistycznej (2, F,P). Rodzine te bedziemy
nazywaé k-wymiarowym procesem stochastycznym. Odwzorowanie T — R* ¢ +— X;(wp),
dla pewnego wy € R¥, zapisujemy jako (x;) i nazywamy realizacjg procesu X, odpowiada-
jaca zdarzeniu elementarnemu wy. Realizacje procesu stochastycznego bedziemy réwniez
zamiennie okreslali jako szereg czasowy. Jesli nie bedzie to prowadzito do nieporozumien,
szeregiem czasowym bedziemy rowniez nazywaé sam proces stochastyczny.

W dalszym ciagu bedziemy zaktadaé, iz obserwowane w kolejnych odstepach czasu
ceny danych instrumentéw finansowych sa wtasnie realizacjami pewnego wielowymiaro-
wego procesu stochastycznego. Podstawowym pojeciem w analizie szeregoéw czasowych

jest stacjonarno$c¢, ktéra moze by¢ definiowana w mocniejszej lub stabszej postaci.
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Definicja 1.33. Szereg scisle stacjonarny
Szereg k-wymiarowy r; nazywamy $cisle stacjonarnym, jesli dla dowolnego ciagu indekséw
t1, ..., tx 1 dowolnego [, taczny rozktad wektora losowego (ry,,ry,, ..., Iy, ) jest taki sam, jak

taczny rozktad wektora (ry,,, 14, ,, ... T,,,)-

Definicja 1.34. Szereg kowariancyjnie (stabo) stacjonarny
Szereg k-wymiarowy r; nazywamy kowariancyjnie (stabo) stacjonarnym, gdy momenty
pierwszego i drugiego rzedu sa skonczone i niezmiennicze w czasie, tj. gdy E(r;) = p

i Cov(ry, i) =Ty, dla dowolnych indekséw ¢ i [.

Trzeba tutaj zaznaczy¢, iz Scista stacjonarno$é¢ szeregu nie implikuje stabej stacjo-
narnosci. Odwrotnie, staba stacjonarnos¢ nie implikuje $cistej stacjonarnosci szeregu. W

przypadku wielu modeléw, czesto wykorzystywany jest nastepujacy proces:

Definicja 1.35. Bialy szum
Jezeli wektorowy szereg czasowy (r;) jest kowariancyjnie stacjonarny oraz I'y = 0 dla

kazdej wartosci [ # 0, to szereg taki nazywamy bialym szumem.

Pojecie stacjonarnodci szeregu jest fundamentalne, jesli chodzi o problem modelowania.

Wynika to z nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 1.36. Kazdy szereg kowariancyjnie stacjonarny, ry o zerowej sredniej, moze

zostacé przedstawiony w postaci

re = Z Fiyt—i + My,
i=0
gdzie T; jest macierzqg wymiaru k x k, o wlasnosciach: Ty = Iy, szereqg ¥5°, T;T'T jest
zbiezny; y, jest k-wymiarowym biatym szumem, a m, lintowym procesem deterministycz-
nym (zob. Hamilton (1994)).
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2. Modelowanie wielowymiarowego procesu stocha-
stycznego

Podczas analizy nieznanego procesu stochastycznego, ktorego realizacje obserwujemy w
postaci szeregu czasowego, pojawia sie oczywisty problem modelowania jego trajekto-
rii. Jedna z mozliwosci préby przyblizenia rzeczywistego procesu jest wykorzystanie in-
formacji z bezposredniej przesztosci. Jest to tak zwane modelowanie szeregu czasowego
sterowanego poprzez obserwacje. Ewolucja w czasie parametrow danego modelu jest indu-
kowana przez ich funkcyjng zaleznos¢ od ich wlasnych wezesniejszych wartosci, zmiennych
egzogenicznych i informacji o historii procesu. Elementy stochastyczne sg zwiazane z lo-
sowym generowaniem ,zaburzen”. Druga mozliwoScia préoby opisu dynamiki procesu jest
wykorzystanie tzw. zmiennych ukrytych. Dynamika parametréw jest w tym przypadku
indukowana przez proces stochastyczny z wasnym Zrédtem losowosci [Doman 2011]. Taka,
kategoryzacja zostala po raz pierwszy uzyta przez Coxa w roku 1981 i zostata powszechnie
przyjeta w literaturze [Cox 1981]. Na przestrzeni ostatnich 40 lat powstato wiele modeli
uwzgledniajacych takie podejscia. W tym podrozdziale chciatbym przedstawi¢ najczesciej
stosowane modele zarowno pod wzgledem teoretycznym, jak i w kontekscie zastosowan.
Przeglad ten zaczynam od modeli nieuwzgledniajacych wykorzystania kopuli, a nastepnie

przechodze do modeli, ktére te funkcje wykorzystuja.

2.1. Model wektorowej autoregresji i Sredniej ruchomej

Niech ry = (714,724, ..., "kt) bedzie k-wymiarowym szeregiem. Model wektorowej autore-

gresji i $redniej ruchomej rzedu p i ¢ (tzw. VARMA(p, ¢)) ma postaé
ry=®+ P11+ ...+ Ppry , + Oy, + .+ Oy, T Yy, (2.1)

gdzie ®¢ jest k-wymiarowym wektorem statym, y, jest bialym szumem, a ®; oraz ©, sa
macierzami o wymiarach k x k. Warunkiem koniecznym i dostatecznym kowariancyjnej
stacjonarnosci procesu generowanego przez ten model jest, by wszystkie pierwiastki wielo-
mianu det(I—®, L —... — ®,LP) mialy moduly wigksze od 1, gdzie operator L definiujemy
jako LPr; = r;_,, dla p € Z [Tsay 2005].

Widzimy, ze dana sktadowa biezacego wektora losowego zalezy w sposob liniowy od wcze-
$niejszych realizacji, zarowno swoich, jak i pozostatych sktadowych oraz poprzednich war-
tosci sktadnika losowego. Model ten wykorzystujac informacje o zaleznos$ciach pierwszego
rzedu, pozwala na prognozowanie warunkowej wartosci oczekiwanej analizowanego szeregu

Czasowego.
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2.2. Model stalej macierzy korelacji warunkowych

Rozwazmy ponownie wielowymiarowy szereg r, = (ry4,72y,...,7k) 1 rozpatrzmy jego
dekompozycje postaci:
re =Mt Yy, (2.2)

gdzie p, = E(ry|F,_1) jest warunkowa wartoscia oczekiwana r; przy zbiorze informacji
Fi—1 do momentu t — 1. Czes¢ te zatem mozemy modelowaé za pomocg modeli liniowych
np. klasy VARMA. Komponent y, mozemy interpretowac jako wektor zaburzen. Mozemy
go zapisac jako:

y, = H;%¢,, (2.3)

gdzie €; sa niezaleznymi wektorami losowymi o tym samym rozktadzie i wtasnosciach:
E(e,) = 0, E(gie;,) = I, a Hi/ ? jest symetryczna oraz dodatnio okreslong macierza
wymiaru k X k, mierzalng wzgledem o — algebry F;_; taka, ze Hz/ Z(Hi/ 2)’ = H,;. Przy
takiej specyfikacji Hy, jest ona warunkowsa macierzg kowariancji procesu r;.

W 1990 roku Bollerslev zaproponowat specyfikacje macierzy kowariancji postaci:
H, = D,RD, = (pij hiit hjj,t) )

gdzie
D, = diag (\/hiiss - /hik) - (2.4)

macierz R jest symetryczna i dodatnio okredlona z jedynkami na gtéwnej przekatnej, a

hi;x moze by¢ interpretowane i modelowane jako wariancja warunkowa, np. o postaci:

p q
hiiy = wig + > gy + O Bighiia—, (2.5)
j=1

Jj=1

gdzie i = 1,...,k [Doman i Doman 2009].

2.3. Model zmiennej macierzy korelacji warunkowych

Zatozenie statej w czasie macierzy korelacji warunkowych jest dos¢ arbitralne i w przy-
padku np. zwrotéw akcji, empirycznie zaprzeczone [Erb i in. 1994, Longin i Solnik 1995,
Engle 2002]. Rozwinigciem modelu CCC, w ktérym macierz korelacji ma postaé dyna-
miczna, zaproponowal Engle w roku 2002. Macierz kowariancji warunkowych zapisana

jest w postaci:
H; = D:R/Dy,
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gdzie D, ma posta¢ jak w réwnaniu (2.4), a h;;; mozna modelowa¢ jak w réwnaniu (2.5).

Jednakze w tym przypadku macierz korelacji warunkowej jest postaci:

R, = diag{Qt}71/2Qtdiag{Qt}fl/2,

gdzie macierz QQ, opisana jest wzorem

L N N M , N
Qt = Q(l - Z A — Z Bn) + Z amD;jmyt—m (D;}myt—m> + Z ﬁth—n'
m=1 n=1 m=1 n=1

Macierz Q jest macierza kowariancji z proby wektora D;'y,. Z definicji postaci modelu
DCC, sktadowe macierzy korelacji warunkowych podlegaja jednakowej dynamice, co jest

dosy¢ arbitralnym zatozeniem.

2.4. Model Copula-GARCH

Rozwazane dotychczas modele ujmowaly jedynie informacje zwiazana z pierwszym oraz
drugim momentem analizowanego procesu. Wprowadzone przez Pattona pojecie kopuli
warunkowej pozwala takze na zastosowanie kopuli do modelowania wielowymiarowego
procesu stochastycznego, warunkowego wzgledem zbioru informacji F;_; do momentu t—1.
W takim przypadku modelowana jest (z wtasnosci kopuli) cata informacja o zaleznosciach.

W sensie ogdlnym, model ten mozna przedstawi¢ nastepujaco [Patton 2012]:
Ft(rt|]:t—1) = Ct(Fl,t<T1,t‘-E—1>> ceey Fk,t(rk,t|E—1)|ft—1)a (2-6)

gdzie Fi(-|Fi—1) jest warunkowa dystrybuanta wektora ry, a Fj4(+|F;—1) sa dystrybuantami
warunkowymi zmiennych r;,;, gdzie ¢ € {1, ..., k}. Trzeba tutaj podkresli¢, iz zbidr infor-
macji JF;_1 jest taki sam dla rozktadéw brzegowych i dla kopuli. W przypadku konkretnej

specyfikacji, model moze mie¢ postac

re = py + Yy,
Ky = E(rt|}—t—1)’

Yit = \/hi,t Zits

hi,t = Var(ri,t|.7:t_1),

(2.7)

gdzie dla 7 = 1,..., k, 2;; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie
standaryzowanym. Mozna przyjac¢ tutaj szereg znanych rozktadéow, w tym rozktad nor-
malny. Do opisu sredniej warunkowej mozna wykorzysta¢ model VARMA zaprezentowany
w podrozdziale 2.1. Modelowanie wariancji warunkowej realizowane jest poprzez modelo-
wanie wariancji warunkowych jednowymiarowych, z wykorzystaniem réznych specyfikacji

rodziny jednowymiarowych modeli GARCH.
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2.5. Dynamiczne modele Copula-GARCH oraz Copula-GAS

Dotychczas zaktadalidmy, iz wektor parametréw kopuli opisujacy zalezno$é¢ pomiedzy ana-
lizowanymi zmiennymi jest staty w czasie. Takie zalozenie jest czysto arbitralne i czesto
moze prowadzi¢ do ztej specyfikacji procesu. Ponizej przedstawiono modele uwzglednia-
jace dynamiczne modelowanie parametréw kopuli.

Intuicyjne podejscie do problemu zmiennosci parametru, w przypadku procesu dwu-

wymiarowego, mozemy przedstawi¢ w postaci rownania
_ 1 & _
0, =A (w +a-A 1(015_1) +8- 5 Z F I(Fl,t—i+1(7“1,,t—i+1|}_t—i))F 1(F2,t—z‘+1(7”2,t—z‘+1|ﬂ—i))> )
i=1

gdzie 0 jest modelowanym parametrem, F' jest dystrybuantg odpowiedniego rozkitadu
zaleznego od doboru kopuli, A odpowiednig transformatg, umozliwiajacg ograniczenie
wartosci modelowanego parametru do wymaganego przez specyfikacje modelu zakresu, a
n ,dtugoscia pamieci” dobrana w sposéb arbitralny [Patton 2002]. Model ten uwzgled-
nia trwato$¢ dynamiki parametru poprzez zawieranie informacji o wielkosci parametru z
poprzedniego okresu oraz pseudoestymator usrednionej zaleznosci.

Creal, Koopman i Lucas [2013] zaproponowali klase modeli, w ktérych zmiennosé
parametru w czasie zwigzana jest posrednio z funkcjg wiarogodnosci. W ogélnej postaci

model ten przedstawia sie nastepujaco:

p q
Oiy1 =w+ Z ;O i1+ Z B; - It_l/2st—j+1

i=1 j=1

dlog c(uy, vy; 0)

gdzie 0 jest modelowanym parametrem, s; = 50 s up = Fig(rig Fie), v =
Fyi(ros|Fi1), ¢ jest gestoscia kopuli, a I; = E; 1(s?) jest informacja Fishera. Jesliby
funkcje s; nazwaé funkcja wynikowa (ang. score function), to model GAS (ang. genera-
lized autoregressive score) Creala, Koopmana i Lucasa mozna by nazwaé¢ uogdlnionym
autoregresyjnym modelem wynikowym. Bazuje on na potaczeniu informacji o poprzed-
nich wartosciach danego parametru z wykorzystaniem standaryzowanej funkcji wynikowe;j.
Funkcja wynikowa, jako gradient logarytmicznej funkeji wiarogodnosci kopuli wzgledem
modelowanego parametru w czasie ¢, wskazuje kierunek zmiany warto$ci parametru w
kontekscie dopasowania gestosci [Creal, Koopman i Lucas 2013].

Warto tutaj zaznaczy¢, iz funkcja wynikowa bazuje na gestosci kopuli, a nie tylko
na pierwszym lub drugim momencie obserwowanego procesu. Powoduje to wykorzystanie
peli informacji dotyczacej opisywanego procesu. Model GAS jest zatem bezpos$rednim

uogolnieniem modelu zaproponowanego przez Pattona.

Trzeba tutaj wyraznie zaznaczy¢, iz powyzsza lista nie uwzglednia szeregu innych

modeli, ktére sa wykorzystywane podczas modelowania szeregéw czasowych. Sa to m. in.
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takie modele jak: BEKK [Engle i Kroner 1995), przetacznikowe modele kopuli dynamicznej
[Rodriguez 2007, Doman 2010], model D-pnacz [Min i Czado 2010], semiparametryczny
model kopuli dynamicznej SDC [Hafner i Reznikova 2010], model kopuli ze stochastyczna,
dynamika parametréw SCAR [Hafner i Manner 2010], model zmiennej macierzy korela-
cji warunkowej z wykorzystaniem kopuli [Bodnar i Hautsch 2012] czy model zmiennej

macierzy kowariancji z wykorzystaniem kopuli [Lee i Long 2009].
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3. Estymacja modelu

W przypadku rozwazania modeli wielowymiarowych opartych na kopulach, nie jest moz-
liwe wykorzystanie szeregu wynikéw z klasycznej teorii wnioskowania statystycznego do-
tyczacych m.in. statystyk dostatecznych, statystyk pomocniczych czy estymatoréow nie-
obcigzonych o minimalnej wariancji. Dodatkowo, w wiekszosci przypadkéw, wykorzysty-
wane estymatory nie maja postaci analitycznej i czesto jedyng mozliwoscig estymacji jest
procedura numeryczna. Najczesciej wykorzystywanym podejsciem jest estymacja metoda
najwiekszej wiarogodnosci. W przypadku wielowymiarowego modelu, w ktérym musimy
wyspecyfikowaé rozktady brzegowe oraz model kopuli, powstaje problem zbieznosci oraz
odpornosci estymatoréw. W ciggu ostatnich 20 lat powstato szereg metod prébujacych
przezwyciezy¢ ten problem, m.in. metoda kanoniczna czy metoda dwustopniowa.

W ponizszych podrozdziatach zostang opisane wymienione powyzej metody estyma-
cji wraz wlasnosciami asymptotycznymi estymatoréw. W kazdym z przypadkéw bedzie
to oznaczalto zbiezno$¢ wedtug rozktadu. O ciagu wektoréw losowych {X;, X, ...} maja-
cych dystrybuanty G, Gs, ... moéwimy, ze zbiega wedtug rozktadu do wektora losowego X
majacego dystrybuante F' jezeli:

lim G (x) = F(x)
dla kazdego x € R”, ktéry jest punktem cigglosci dystrybuanty F. Stosujemy w takiej
sytuacji oznaczenie
X, & X.

Niech dany bedzie ciag niezaleznych wielowymiarowych prob losowych (x¢),cp, X =
(X14y .., Tit)', gdzie T to wielko$é préby, a k € N. Wektory losowe pochodza z rozktadu o
ciagtej tacznej dystrybuancie F', z dystrybuantami brzegowymi Fi, ..., F} oraz zwigzang

z nia kopula C.

3.1. Modele parametryczne z kopula statyczng

W pierwszej kolejnosci rozpatrujemy przypadek, w ktorym estymowany model jest w petni

parametryczny.

3.1.1. Metoda najwiekszej wiarogodnosci

Najczesciej wykorzystywang metoda estymacji parametrow kopuli w przypadku, gdy mo-
del jest w pelni parametryczny, jest metoda najwiekszej wiarogodnosci. Rozwazmy postaé
tacznej gestosci f wektora losowego X — poniewaz wektor ten pochodzi z rozktadu, ktore-
go strukture zaleznosci zadaje kopula C, mozemy wykorzystaé¢ posta¢ kanoniczna gestosci

wedhug réwnosci (1.5) dla przypadku k-wymiarowego. Reprezentacja kanoniczna gestosci
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dla realizacji procesu w momencie ¢ ma wowczas postac

k

f@ig, i) = c(Fi(x1e)s oo, Fr(xpy)) - H filxie).

i=1

Zlogarytmowana funkcja wiarogodnosci dla proby, wobec powyzszego, ma postaé

L(O;x) = log ¢(Fi(x14), ...y Fr(xrst); ©)+

~~
Il
—

N =
™=

k
Zlogfl Tit; ©), (3.1)

14=1

M’ﬂ

+

-
Il

gdzie © = (64,...,0,) € ® C RP jest wektorem parametréow gestoéci kopuli oraz ge-

stosci brzegowych. Powyzsze wyrazenie maksymalizujemy w celu uzyskania estymatora

najwickszej wiarogodnosci postaci

Ouip = argmax L(O). (3.2)

Estymator ten, przy spetieniu odpowiednich zatozen regularnosci, mianowicie:

1.

2.

O jest otwartym podzbiorem RP,

dla réznych wartosci parametru O, rozktady Pg z rodziny miar P = {Pg : © € © C

RP} sa rozne,

. rozktady Pe maja wspolny nosnik, tj. zbiér S = {x: f(x;0) > 0} jest taki sam dla

kazdego © € O,

dla prawie wszystkich x w kazdym punkcie © € © istnieja wszystkie pochodne

rzedu trzeciego
0*f(x;0)
00,00;00,,’

. dla kazdego © € ® mamy

E, [ﬁlogggi; @)] — 0o

. mozna dwukrotnie rézniczkowa¢ pod znakiem catki wyrazenie

/f(x; ©) dx

macierz informacji Fishera postaci

16) = Eo [—8210gf(X; @)]

0000/
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jest skoniczona i dodatnio okreslona,
8. istnieja funkcje M,j;, takie ze

83

36,00,6, %8/ (06:0)| < Mijp(x), dla knidego © € ©,

gdzie my;, = Eo[M;;x(X)] < oo, dla wszystkich i, j, k,.
posiada bardzo wazne wlasnosci, ktore podaje twierdzenie 3.1.

Twierdzenie 3.1 (zob. Krzysko 2009). Niech Xi,..., X, bedq niezaleznymi wektorami
losowymi o jednakowym rozkladzie z gestosciq f(x; ©) wzgledem miary P, spelniajgcym
zatozenia 1 — 8. Wowczas z prawdopodobienstwem 1 istniejg rozwigzania ©, rownania

(3.2), takie ze:

~

1. ©, jest estymatorem zgodnym parametru ©,

2. wektor losowy \/ﬁ((:)n — ©) ma asymptotycznie rozklad normalny o $redniej 0 i

macierzy kowariancii I "1(©),

3. estymator HAM jest asymptotycznie efektywny, tj.
\/ﬁ (é\l,n - 91) g N(07 (Iil((_‘)))i,i)?
gdzie (I"1(©));; jest (i,i)-tym elementem macierzy T (0).

3.1.2. Metoda dwustopniowa

Klasyczna metoda najwiekszej wiarogodnoéci, w przypadku estymacji modelu wiecej niz
dwuwymiarowego, czesto bywa problematyczna obliczeniowo. Spowodowane jest to row-
nolegta estymacja parametréw rozktadéw brzegowych oraz parametréw odpowiadajacych
za zaleznos¢ pomiedzy zmiennymi, reprezentowang przez kopule. Analizujac zlogarytmo-
wana funkcje wiarogodnosci z réwnania (3.1), widzimy, ze sklada si¢ ona z sumy dwdoch
czesci. Pierwszy czton wykorzystuje gestosé kopuli, natomiast drugi gestosci rozktadow
brzegowych. Wykorzystujac ten fakt, Xu [1996] zaproponowal metode funkcji wniosko-
wania dla rozktadéw brzegowych (ang. inference for margins, IFM). W pierwszym kroku

wyznaczamy estymatory parametréw gestosci brzegowych, maksymalizujac wyrazenie:

T &
O, = argr%aluxz Zlog fi(xie; ©1). (3.3)

t=11i=1
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W drugim kroku, majac oszacowany wektor parametréw rozktadéw brzegowych ©1, mak-

symalizujemy sume gestosci kopuli, wzgledem wektora parametrow ©, kopuli:

T
O, = argr%axz log ¢(Fi(z14), ... Fi(Txt); ©1). (3.4)

2 =1
Estymator postaci Orpy = ((:)1, (:)2) posiada nastepujace wlasnosci:

Twierdzenie 3.2 (Joe 1997). Przy spetnieniu odpowiednich warunkéw regularnosci, es-

tymator Orrum istnieje, jest zgodny oraz asymptotycznie posiada rozklad normalny, tj.
VT (O1rm = ©) 2 N(0, Griy),

przy T — o0, gdzie Gippy to macierz informacji Godambe postaci

82logf(:1:;@)] (E@ [8logf(az; ©) dlogf (x: @)D-l . [W(w;@)],

Y= E
(Gij) C] [ 96,00, 00, d0; 00,00;

Metoda ta znaczaco ulatwia estymacje, dzielac ja na dwa etapy. Wektor parametréw
uzyskanych za jej pomoca jest takze dobrym wektorem startowym do estymacji klasyczna
metoda najwickszej wiarogodnosci. Nalezy tutaj podkresli¢, iz w ogdlnosci nie zachodzi
rownos¢ estymatorow O;pu oraz © MLE, & estymator metody dwustopniowej jest mniej
efektywny niz estymator uzyskany metoda klasyczna. Badania pokazuja jednakze, ze roz-
nica pomiedzy tymi dwoma metodami w wiekszosci przypadkow nie jest znaczaca [Patton
2006].

3.2. Modele semiparametryczne z kopulg statyczng

W przypadku finansowych szeregéow czasowych wielkosé proby statystycznej czesto po-
zwala na wykorzystanie estymatoréow nieparametrycznych — zwtlaszceza, jezeli przedmio-
tem badan sa szeregi o czestotliwosci co najmniej dziennej. Z tego powodu wydaje sie

zasadnym wykorzystanie klasycznego empirycznego estymatora dystrybuanty brzegowe;j.

Definicja 3.3. Dystrybuanta empiryczng dla proby X, ..., X,, pochodzacej z dowolnego

rozktadu, nazywamy estymator postaci

1
n+1

S 1K, < 2}, (3.5)

i=1

F n(z) =
Dla préby prostej o wielkosci zbiegajacej do nieskonczonosci zachodzi nastepujace

twierdzenie zwane twierdzeniem Gliwienki-Cantellego:

Twierdzenie 3.4 (zob. Krzysko 1996). Niech Xy, ..., X,, bedzie prébg prostq pochodzgcq

z rozktadu o dystrybuancie F'. Dystrybuanta empiryczna z proby zbiega z prawdopodobien-
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stwem 1 do F, tj.

P (711320 <Sup |y (z) — F(x)|> = 0) = 1.

zeR

Jednakze, w przypadku estymacji kopuli, tj. rozktadu wielowymiarowego, estymato-
ry nieparametryczne (uwzgledniwszy do tego mozliwa duza zmiane zaleznosci w czasie
miedzy zmiennymi brzegowymi) sa niewystarczajace. Konieczne zatem jest wykorzystanie
estymatoréw parametrycznych dla funkcji kopuli. Takie potaczenie metod po raz pierwszy
zaproponowali Genest, Ghoudi i Rivest [1995] dla ciagu niezaleznych zmiennych losowych

i nazwali to kanoniczna metode najwiekszej wiarogodnosci (ang. canonical mazximum li-

kelihood, CML).

3.2.1. Kanoniczna metoda najwiekszej wiarogodnosci

Kanoniczng metode najwiekszej wiarogodnosci mozna traktowaé jako szczegdlny przy-
padek metody dwustopniowej. W pierwszym kroku, dystrybuanty brzegowe uzyskujemy
jako dystrybuanty empiryczne F,i € {1,..k} o postaci z (3.5). W przypadku szeregéw
finansowych, wielko$é proby (czesto powyzej 1000 obserwacji) daje podstawy do wyko-
rzystania wtasnie dystrybuanty empirycznej. W drugim etapie, wykorzystujac empiryczne
dystrybuanty brzegowe, maksymalizujemy zlogarytmowang funkcje wiarogodnosci. Zatem

za oszacowanie wektora parametrow przyjmujemy:

~

~ 1 I -
Ocmr = argmgxf Zlog c(Fi(x1e), oy Fr(xpy); ©).

t=1

Jak widzimy, jest to metoda semiparametryczna, dzigki ktorej w pierwszym kroku nie
jesteSmy narazeni na btedng specyfikacje rozktadéw brzegowych. Réwniez dla tej metody

uzyskano pewne asymptotyczne wltasciwosci:

Twierdzenie 3.5 (Chen i Fan 2006). Przy spetnieniu odpowiednich warunkéw regularno-
sci, semiparametryczny estymator (:)CML istnieje, jest zgodny oraz asymptotycznie posiada

rozktad normalny, tj.
ﬁ(éCML — @C’ML) 2) N(O, B_IEB_I),

gdzie

(9210g C(F’l(l‘l), ceey F’k(l‘k), @)‘|

By = —F.
K © l 96,06,

~

dlog c(Fy(x yoeey Fi(xp4); © k
5, - b { [Pl Blak0)
1=1

00,
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. [m(’g C(Fl(xlvt),.‘..,Fk( kit) —l—ZQl@] }

a6,
2 I L . . N N
Qu, = o | ABE LU O) [ (i) < i)} = Fie)] )|

W przeciwienstwie do metod MLE oraz IFM, estymacja tym sposobem nie zapewnia
efektywnosci. Co zaskakujace, w tym przypadku asymptotyczna wariancja estymatora
nie zalezy od filtracji, tj. dopasowania rodziny modeli ARMA-GARCH do $redniej oraz

wariancji warunkowej proceséw brzegowych [Patton 2012].

3.3. Estymacja kopuli dynamicznej

Metody estymacji opisane powyzej dotyczyty wytacznie kopuli statycznej — w takim przy-
padku wektor parametréw kopuli opisujacy zaleznos¢ pomiedzy analizowanymi zmiennymi
jest staty w czasie. Zalozenie to jest czysto arbitralne, zwtaszcza w obliczu empirycznie
potwierdzonych dowodéw, iz np. warunkowa macierz korelacji dla zwrotow akcji podlega
zmianie w czasie [Bauwens i in. 2006]. W takim przypadku mozemy méwié o kopuli dy-
namicznej Cy, gdzie w specyfikacji modelu okreslamy dynamike parametréw kopuli (np.
za pomoca modeli opisanych w rozdziatach 2.5 — 2.8), z definicji odpowiedzialnych za

charakter zwiazku pomiedzy zmiennymi. Funkcja wiarogodnosci ma woéwczas postac:

1
T

M=

L(@§X) = log Ct(Fl,t(lfl,t|~7:t—1)7 e Fk,t(xk,tﬂ—lﬂﬂ—l% @)+

t

Il
—_

k
Zlogfzt zi4| Fi—1;©), (3.6)

1:=1

Mﬂ

+

o+
Il

Estymacja parametréw modelu dynamicznej kopuli warunkowej przebiega analogicznie jak
w przypadku metod opisanych w rozdziatach 3.1 —3.3, poprzez maksymalizacje logarytmu
funkeji wiarogodnosci z réwnania (3.6). W trakcie estymacji numerycznej, réwnania okre-
slajace dynamike parametréw kopuli wykorzystywane sg do okreslenia warunkow ograni-
czajacych. Z uwagi na dodatkowe kroki optymalizacyjne spowodowane wprowadzaniem
dynamiki parametréw kopuli, estymacja najczesciej jest wykonywana za pomocg metody
dwustopniowej (IFM) lub metody kanonicznej (CML) [Doman 2011, Patton 2012].

W przypadku modeli zaktadajacych dynamike parametréow kopuli nie istnieja obecnie
jednakze zadne teoretyczne wyniki zwigzane z asymptotycznymi wtasno$ciami estymato-
row parametrow. Zwiazane jest to z problemem okreslenia warunkéw dostatecznych na
stacjonarno$é¢ procesu, ktore sg wykorzystywane w standardowym podejsciu do okresle-
nia wlasnosci asymptotycznych [Patton 2012]. W przypadku gdy analizowane modele na

drodze symulacji spetniajg okreslone warunki regularnosci, wyniki teoretyczne dla kopuli
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statycznej moga by¢ w pewien sposob podstawa do wykorzystywania modeli dynamicz-

nych.

3.4. Testy dobroci dopasowania

Testowanie dobroci dopasowania jest podstawowym zagadanieniem modelowania ocenia-

jacym, czy wybrany model jest istotnie rézny od (nieznanego) badanego obiektu.

3.4.1. Przypadek kopuli statycznej

W przypadku kopuli statycznych, literatura dotyczaca tego zagadanienia jest obszerna.
Przeglad najczesciej wykorzystywanych testow w przypadku kopuli statystycznej wraz
z por6wnaniem mocy mozna znalezé w artykutach Berga [2009], Genesta, Rémillarda i
Beaudoina [2009], a takze Fermaniana [2013]. Formula testu pokazana w kolejnym pod-
rozdziale opiera sie na procedurze oraz testach, ktore wykazywaty najwieksza moc w

przypadku kopuli statycznych [Genest i in. 2009].

3.4.2. Przypadek kopuli dynamicznej

W przypadku kopuli dynamicznej nie jest mozliwe wykorzystanie kopuli empirycznej,
ktéra jest nieparametrycznym estymatorem kopuli statycznej [Patton 2012]. Na obec-
ny moment, poza metoda transformaty Rosenblatta, trudno doszukaé¢ sie w literaturze
testow jakosci dopasowania kopuli dynamicznej sensu stricto. Zaktadajac, iz zmienne lo-
sowe X, ..., X maja odpowiednio dystrybuanty brzegowe Fi, ..., F} oraz kopule C, a T
jest dlugoscia szeregu obserwacji, transformacje Rosenblatta, dla danej realizacji wektora

losowego i transformacji U; = Fi(z;), i € {1, ..., k}, definiujemy jako V;, gdzie

Vipg = Uy, dla kazdegot €T,
Var = Cop (U Urs),

Vier = Crpt,o 1,6 (Unt|Un gy <oy Up—18)-

Po takiej transformacji (przy zalozeniu hipotezy, iz model jest wybrany poprawnie), otrzy-
mujemy wektor niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach jednostajnych, takze wza-

jemnie niezaleznych, co oznacza, ze ich kopula ma posta¢ [Rosenblatt 1952]:
Ci(v)=wv1-.. U

Problem testu dopasowania w takim przypadku sprowadza sie do sprawdzenia, czy kopula
empiryczna tak przetransformowanych zmiennych jest istotnie rézna od kopuli produkto-

wej. Do tego celu mozemy wykorzystac klasyczng statystyke Kotmogorova-Smirnowa oraz
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Craméra von Misesa. Formalnie:

KS =max|Cy(v,) - C(vi),

gdzie

Podstawowym problemem tej metody jest arbitralno$¢ wyboru kolejnych zmiennych
(przyktadowo, przeksztatcenie za pomoca transformaty Rosenblatta wektora zwrotéw lo-
garytmicznych w réznych kolejnosciach, daje rézne wartosci statystyki testowej). Kolej-
nym problemem sg potencjalne problemy numeryczne z obliczeniem wartosci kopuli wa-
runkowych Cyj1,.. k14 (Urt|Usy, ..., Up—14), szczegélnie w przypadku duzych k [Fermanian
2013].

Trzeba tutaj takze podkresli¢ fakt, iz najczesciej bazujemy na tzw. pseudoobserwacjach
V= (ﬁl(:cl), s ﬁk(xk)), gdzie F, i € {1, ..., k}, jest dystrybuanta empiryczna o postaci
(3.5). W takim przypadku szereg v;, t € {1,...,7'} nie jest juz szeregiem niezaleznych
zmiennych i tylko asymptotycznie zbiega do wektora o rozkladzie jednostajnym na [0, 1]"
[Berg 2009]. Stad wymagane jest zastosowanie procedury bootstrapowej [Genest i in. 2009

polegajacej na:
1. oszacowanie dystrybuant brzegowych oraz wektora parametrow kopuli HA,
2. obliczeniu wartosci statystyk K.Sy, CvM, na bazie danych z préby,
3. symulacji szeregu czasowego na bazie wyestymowanych parametréw 5,

4. oszacowaniu dystrybuant brzegowych oraz wektora parametréw kopuli 6° na bazie

symulowanych szeregéw,
5. obliczeniu wartosci statystyki K.S®, CvM?® na bazie symulowanych danych,
6. powtodrzeniu krokéw (3 — 5) M razy, gdzie M to odpowiednio duza liczba,

7. obliczeniu p-wartosci testu dla statystyki (np. w przypadku statystyki Kotmogorowa

- Smirnowa)

1 M
P=17 > UHKS, > KSo}.
m=1

Zgodnie z moja wiedza, nie istnieje zadna praca, w ktorej analizowano by asymptotycz-
ne wlasciwosci powyzszej metody w kontekscie kopuli dynamicznej oraz zadne badanie

dotyczace mocy takiego testu.
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Mozliwe jest takze zamiast testowania, czy przetransformowane zmienne V; s niezalez-
ne i majg standardowy rozktad jednostajny, sprawdzenie rownowaznej hipotezy zerowej,
ze zmienne ®~1(V}), gdzie ® jest dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego, s

niezalezne i majg standardowy rozktad normalny. Wtedy statystyka postaci

przy prawdziwosci hipotezy zerowej ma rozklad x?(k). Takze w tym przypadku mozemy
przeprowadzi¢ test zgodnosci Kotmogorowa-Smirnowa czy Craméra-von Misesa. Dobri¢ i
Schmid [2007] sugeruja (z uwagi na duza moc) wykorzystanie testu Andersona-Darlinga

[Anderson i Darling 1954] o statystyce postaci

AD = —T — 1 i(Qt — 1) [log(F'(S;)) +log(1 — F(Sr—¢41))]

Ti=
gdzie F jest dystrybuanta zmiennej losowej o rozkladzie x*(k), a S;, i € {1, ..., T}, pocho-
dza z préby uporzadkowanej. Podobnie jak w przypadku metody poprzedniej, nie ukazaty

sie badania, w ktérych analizowano by moc testu z wykorzystaniem kopuli dynamiczne;j.

3.4.3. Kryteria informacyjne

7, powodu braku solidnych teoretycznych podstaw odnosnie testéw dopasowania, czesto
wykorzystywanymi miernikami oceny, ktory model najlepiej opisuje analizowane dane, sa
tzw. kryteria informacyjne. Do najpopularniejszych z nich nalezy kryterium informacyjne

Akaike (AIC) oraz bayesowskie kryterium informacyjne (BIC) postaci
AIC(k) = —2L(0;x) + 2k,

BIC(k) = —2L(6;x) + k log(T),

gdzie L(0; x) to wartosé¢ logarytmu funkcji wiarogodnosci z réwnania (3.6) dla wektora O,
w ktorym osigga maksimum, 7' jest wielkoScig proby, a k liczba estymowanych parame-
tréw. W obu przypadkach, sposréd rodziny modeli, wybieramy ten, ktéry minimalizuje
powyzsze kryteria [Burnham i Anderson 2002]. Z postaci kryteriéw wynika, ze ich minima-
lizacja jest rownoznaczna z maksymalizacja funkcji wiarogodnosci. Drugi czton kryteriow
jest tzw. ,kara” za zbyt duze dopasowanie modelu. Zatem kryterium bayesowskie bardziej

preferuje modele z mniejsza liczbg parametréw.
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4. Ryzyko portfela oraz jego pomiar

Poprzednie trzy rozdziaty, omawiajace pojecie kopuli oraz sposoby estymacji rozktadéw
wielowymiarowych za jej pomoca, pozwalajg na wykorzystanie kopuli jako narzedzia do
opisu zaleznoSci pomiedzy zjawiskami empirycznymi, ktore mozemy zarejestrowac. Rze-
czywiscie, motywacja taka jest stuszna w zwigzku z twierdzeniem Sklara, ktore podaje,
iz na produkcie kartezjanskim zbiorow wartosci dystrybuant brzegowych zmiennych loso-
wych, kopula opisujaca zaleznosci miedzy tymi zmiennymi, jest wyznaczona jednoznacz-
niea. Jedng z dziedzin, w ktérej kopula obecnie jest najintensywniej wykorzystywana, jest
matematyka finansowa. W ostatnim dziesiecioleciu mozna zauwazy¢ znaczny wzrost zain-
teresowania pojeciem kopuli, zwtaszcza w kontekscie modelowania proceséow finansowych
[Cherubini i in. 2012, Doman 2011, McNeil i in. 2005].

Wyobrazmy sobie zbior aktywéw finansowych (np. akeji) P = {4y, ..., A}, gdzie |A;],
i € {1,2,..n}, jest liczbg akcji spétki i, ktére posiadamy w momencie ¢t. Jednym z klu-
czowych zagadnien, przed jakimi staje inwestor, jest takie dobranie liczby akcji poszcze-
golnych spétek, by ryzyko straty byto jak najmniejsze. Powstaje naturalne pytanie, jak
oszacowac to ryzyko i sprawdzi¢ efektywnos¢ naszej oceny. W tym rozdziale podam de-
finicje pojecia ryzyka rynkowego, wprowadze definicje miary koherentnej, a nastepnie
przedstawie dwie miary ryzyka rynkowego — warto$¢ zagrozona (ang. Value-at-Risk) oraz

oczekiwany niedobér (ang. Ezpected-Shortfall).

4.1. Pojecie ryzyka

Wedtug stownika jezyka polskiego, ryzyko to mozliwo$¢, ze co$ sie nie uda. Zatem koncep-
cja ryzyka, z powodu mozliwej szerokiej interpretacji, jest obiektem, ktory bardzo trudno
bada¢ w pelnej ogdlnosci, wykorzystujac definicje ujmujaca wszystkie aspekty tego po-
jecia. Z tego tez powodu przyjeto sie ogranicza¢ proby definiowania i mierzenia ryzyka
w zaleznosci od danej dziedziny badania. Wyrdznia sie cztery podstawowe typy ryzyka
[Jajuga 2007]:

1. ryzyko kredytowe,
2. ryzyko operacyjne,
3. ryzyko ptynnosci,

4. ryzyko rynkowe.

Ryzyko kredytowe (ang.credit risk) definiujemy jako zagrozenie wynikajace z mozliwo-
Sci niedotrzymania warunkéw umowy przez druga strone. Ryzyko te mozemy podzieli¢ na
ryzyko niedotrzymania warunkéw lub ryzyko wiarygodnosci kredytowej. Podziat ten mo-
ze takze przebiegaé ze wzgledu na charakter drugiej strony kontraktu. W tym przypadku

mozna mowi¢ o ryzyku kredytobiorcy lub ryzyku kontrpartnera.
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Kolejnym typem ryzyka finansowego jest ryzyko operacyjne (ang. operational risk).
Definiuje sie¢ je jako ryzyko straty wynikajacej z powodu nieprawidtowo dziatajacych ludzi,
systemoéw i proceséw wewnetrznych, a takze ze zdarzen zewnetrznych.

Trzecim wymienionym typem jest ryzyko ptynnosci (ang. liquidity risk). Utozsamia
sie je z niespodziewanym spadkiem plynnos$ci podmiotu gospodarczego. Mozemy tutaj
wyroznié¢ ryzyko zwigzane z problemem wyptacalnosci, czyli regulowania zobowigzan bie-
zacych przez podmiot gospodarczy lub ryzyko braku zdolnosci do ,,uptynnienia” aktywéow
w okreslonym czasie i po okreslonej cenie.

W dalszej czedci pracy wykorzystywal bede jednakze pojecie ryzyka rynkowego (ang.
market risk), ktére wynika ze zmian na rynkach finansowych i rynkach bezposrednio z nim
zwigzanych. Dotyczy ono zmian cen aktywéw bedacych w posiadaniu inwestora. Ryzyko
to dodatkowo mozna podzieli¢ ze wzgledu na rynek, na ktérym dziata inwestor. 1 tak

wyrdzniamy:
1. ryzyko cen akcji — zwigzane ze zmianami cen instrumentéw finansowych,
2. ryzyko stopy procentowej — zwigzane ze zmianami stop procentowych,
3. ryzyko cen towarow — zwiagzane ze zmianami cen na rynku towarowym,
4. ryzyko kursu walutowego — zwigzane ze zmianami kurséw walutowych.

Jest jasnym, iz wszystkie powyzsze typy ryzyka nie sg pojeciami niezaleznymi, a wrecz
przeciwnie — bezposrednio sg ze sobg powigzane. Podzial przedstawiony powyzej ma na
celu uproszczenie opisu zagadnienia, jakim jest mierzenie ryzyka. Z uwagi na to, ze do
badan empirycznych wykorzystane zostang zwroty cen akcji, méwiac o ryzyku, rozumiat

je bede jako ryzyko rynkowe cen akcji.

4.2. Miary ryzyka

Problemy z definiowaniem ryzyka przenosza sie na stworzenie miary, ktore bytaby po-
mocna do oceny ,wielkosci” zagrozenia. Oznaczmy przez G zbior wszystkich mozliwych
wynikéw tworzacych ryzyko, tj. wszystkich zmiennych losowych okreslonych na przestrze-

ni zdarzen €2 obejmujacych zamknigcia notowan akcji spotki na gietdzie w dniu ¢.

Definicja 4.1 (Artzner i in. 1999). Miara ryzyka nazywamy funkcje postaci:
p:G—R

Widzimy, ze sama definicja 4.1 miary ryzyka nie jest w zaden sposéb konstruktywna.
Co wiecej, rodzi ona szereg watpliwosci, zwazywszy na ,,obszernos¢” zbioru G. By uzyskac
bardziej zawezona rodzine funkcji, powszechnie postuluje sie, by miara ryzyka spekiata

okreslone aksjomaty, ktore wydaja sie by¢ heurystycznie sensowne. Mianowicie:
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1. niezmienniczo$¢ ze wzgledu na translacje — dla kazdego X € G oraz dla kazdego
a € R zachodzi p(X + ar) = p(X) — «,

2. subbaddytywnos$¢ — dla kazdych X7, Xy € G mamy: p(X; + X5) < p(X;) + p(Xa),

3. dodatnia jednorodnos¢ — dla kazdego X € G oraz dla kazdego A > 0 zachodzi
p(AX) = Ap(X),

4. monotonicznosé¢ — dla kazdych X, Xy € G takich, ze X; < X, zachodzi p(Xs) <
p(Xl)u

5. odpowiedniosé — dla kazdego X € G takiego, ze X < 0 zachodzi p(X) > 0.

Powyzsze aksjomaty zapewniaja, ze miara spetniajaca je bedzie posiadata okreslone wta-
Sciwosci, ktére wydaja sie naturalnymi. Aksjomat niezmienniczosci ze wzgledu na trans-
lacje gwarantuje, ze dotozenie do portfela okreslonej ilosci gotéwki zmniejsza zwiazane z
aktywami ryzyko o te wtasnie wielkos¢. Z aksjomatu tego wynika bezposrednio réwnosé
p(X + p(X)) = 0, ktéra pokazuje, ze ma sens interpretacja p(X) jako minimalnej wyso-
kosci rezerw potrzebnych do zabezpieczenia pozycji. Zatozenie o monotonicznosci miary
pozwala nam utrzymywac¢ porzadek miedzy danymi aktywami. Mianowicie, jezeli jedne z
nich przynoszg stale wickszy zysk, ryzyko z nimi zwiazane jest mniejsze. Dodatnia jedno-
rodnos¢ oznacza, iz zwielokrotnienie aktywow o dany skalar powoduje analogiczne zwielo-
krotnienie miary ryzyka. Aksjomat ten w rzeczywistosci jest bardzo trudny do utrzymania,
ze wzgledu na brak nieskonczonej ptynnoéci aktywow. Subaddytywnosé gwarantuje, ze dy-
wersyfikacja portfela inwestora nie zwieksza ryzyka. Aksjomat odpowiedniosci oznacza,

ze miara ryzyka identyfikuje losowy portfel jako ryzykowny.

4.2.1. Koherentna miara ryzyka

W literaturze mamy do czynienia z szeregiem idei zdefiniowania poprawnej miary ryzyka.
Wydaje sie, zwlaszcza w kontekscie powszechnosci wykorzystania, iz jeden z pomystow
zyskal najwieksza popularno$é. Jest to koherentna miara ryzyka zdefiniowana w 1999

roku przez Arztnera, Delbaena, Ebera i Heatha.

Definicja 4.2 (Arztner i in. 1999). Miara ryzyka spetiajaca aksjomaty niezmienniczosci
ze wzgledu na translacje, subaddytywnosci, dodatniej jednorodno$ci oraz monotonicznosci

nazywana jest koherentng miarg ryzyka.

Bezposrednio z powyzszej definicji, a doktadniej z aksjomatéw subaddytywnosci oraz
dodatniej jednorodnosci, wynika wypuktosé¢ koherentnej miary ryzyka. Wypuktos¢ miary
gwarantuje bardzo istotng ceche — dywersyfikacja aktywéw zapewnia redukcje ryzyka. Jest

to bardzo istotna wtasnos¢ z perspektywy inwestora. Ponadto wypukto$é gwarantuje, iz
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minima lokalne odpowiadaja minimom globalnym, ktora to cecha jest istotna w przypadku
szukania takiego portfela inwestycyjnego, ktore gwarantuje ryzyka.

Majac zdefiniowang miare ryzyka oraz rodzine funkcji, ktére zapewniajg spekienie
odpowiednich wtasnosci, tj. spetniajacych definicje koherentnej miary ryzyka, mozemy
przejs¢ do pokazania dwoch najcze$ciej wykorzystywanych miar zarowno w praktyce, jak

1 w teorii.

4.3. Wartos$¢ zagrozona

Wartosé zagrozona jest to miara ryzyka, ktora na przestrzeni ostatnich lat zyskata naj-
wieksza popularno$é [Dowd 2002, McNeil i in. 2005]. Definicja tej miary jest bezposrednio

zwiazana z kwantylem rozktadu prawdopodobienstwa.

Definicja 4.3. Kwantylem dolnym (odpowiednio gérnym) rozkladu zmiennej losowej X

rzedu a nazywamy wartosé
T =inf{z € R: Fx(x) > a}

2 =inf{z € R: Fx(z) > a}
Wartos¢ zagrozona jest liczbg przeciwng do kwantyla goérnego, tj.

Definicja 4.4 (Acerbi, Tasche 2002). Wartoscia zagrozona (w skrécie VaR) na poziomie

ufnosci 1 — «, dla portfela X nazywamy liczbe
VaRo(X) = —2'® = —inf{z € R: Fx(z) > a}.

Inaczej, wartos¢ zagrozona na poziomie tolerancji a oznacza maksymalna wartosé
straty, ktora nie zostanie przekroczona z prawdopodobienstwem co najmniej 1 — a. W
przypadku zmiennych losowych o cigglych i rosnacych dystrybuantach, definicja wartosci
zagrozonej si¢ upraszcza

P(X < —VaR,(X)) = a. (4.1)

Powszechnos¢ stosowania wartosci zagrozonej wynika z wielu uzytecznych wtasciwosci
tej miary. Przede wszystkim, daje ona mozliwo$¢ poréwnania ryzyka miedzy réznymi
portfelami inwestycyjnymi i za pomoca jednej liczby okresla maksymalng wielkosé straty
z prawdopodobienistwem, np. 95 %. Z racji definicji opartej na kwantylu, nie jest zwigzana
z jednym typem rozktadu (np. normalnym). Miara ta jest takze czesto wykorzystywana
do oceny np. ryzyka ptynnosci czy ryzyka operacyjnego. Trzeba tutaj takze nadmienic,
ze zwlaszcza w przypadku zmiennych losowych o ciagglych i rosnacych dystrybuantach,
idea oraz interpretacja tej miary jest tatwo zrozumiata takze dla oséb niezajmujacych sie

bezposrednio problemem ryzyka inwestycyjnego. Co wiecej, miara ta jest rekomendowana
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przez jedna z najwazniejszych instytucji regulujacych zasady zarzadzania ryzykiem, t;.
Bazylejski Komitet Nadzoru Bankowego [Basel Committee on Banking Supervision 2006].

Wartosé¢ zagrozona spetnia 4 z 5 aksjomatéw podanych w rozdziale 4.2.

Twierdzenie 4.5 (Arztner i in. 1999). Warto$é zagrozona speinia aksjomaty niezmien-
niczosci ze wzgledu na translacje, dodatniej jednorodnosci, odpowiedniosci oraz monoto-

nicznosci.

Jednakze, miara ta nie spetnia aksjomatu subaddytywnosci. Wynika stad, ze wartos¢

zagrozona nie jest koherentng miara ryzyka. Pokazuje to nastepujacy przyktad:

Przyktad 4.6. (Dowd 2002)

Zatézmy, iz posiadamy portfel sktadajacy sie z dwoch instrumentéw finansowych. Kaz-
dy z tych instrumentéow wyptaca z prawdopodobienstwem 0,04 minus sto jednostek, a
z prawdopodobienstwem 0,96 wyptaca 0 jednostek. Zalézmy takze, iz zmienne losowe
okreslajace wartos¢ wyptaty dla tych dwdch instrumentéw sa niezalezne. Wartosé zagro-
zona na poziomie ufnosci 95% dla kazdego z tych instrumentéw wynosi wowcezas 0. Liczac
wartos¢ zagrozong dla portfela sktadajacego sie z tych dwoch instrumentéw, otrzymamy

wartos¢ —100. Zatem, miara ta nie spetnia aksjomatu subaddytywnosci.

4.4. Oczekiwany niedoboér

Problem niekoherentnosci wartosci zagrozonej spowodowal potrzebe poszukiwania nowej
miary ryzyka, ktora posiadataby jej zalety a zarazem spetniata warunek subaddytywnosci
(wazny z perspektywy optymalizacji portfela inwestycyjnego). W 2002 roku Acerbi oraz

Tasche stworzyli taka miare, ktora bezposrednio nawigzuje do wartosci zagrozone;j.

Definicja 4.7 (Acerbi i Tasche 2002). Niech E[X ] < co. Oczekiwanym niedoborem (w

skrocie ES) dla poziomu tolerancji a, dla portfela X nazywamy liczbe

ESq(X) = L (BIX 1 pxcor] + 2@ (@ = P(X <)) -

«

Intuicyjnie, miara oczekiwanego niedoboru moéwi o wartosci oczekiwanej straty w «
najgorszych przypadkach dla portfela inwestora. Przy zatozeniu, iz zmienna losowa po-

siada ciggly dystrybuante, definicja ta upraszcza sie do postaci
1
ES.(X) = —aE[Xl{ng(a)}]- (4.2)

W przeciwienstwie do wartosci zagrozonej, oczekiwany niedobér spetnia cztery aksjomaty

miary koherentnej, tj.

Twierdzenie 4.8 (Acerbi i Tasche 2002). Niech E[X ] < oo dla kazdego X € G. Wowczas
ES,(X) jest koherentng miarg ryzyka.
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4.5. Poroéwnanie wartosci zagrozonej i oczekiwanego niedoboru

Przedstawione powyzej dwie miary ryzyka posiadaja wiele wspélnych cech. Jednakze z

uwagi na fundamentalne rozbieznosci warto podsumowac¢ obydwie miary:

e oczekiwany niedobor jest koherentng miarg ryzyka, zatem spetnia warunek subad-

dytywnodci, istotny ze wzgledu na zagadnienie dywersyfikacji portfela,

e wartos¢ zagrozona nie jest wypukla miara ryzyka, co ogranicza zastosowanie tej
miary w teorii portfela inwestycyjnego, w przeciwienstwie do oczekiwanego niedo-

boru,

e oczekiwany niedobér, w przypadku wystepowania zjawiska grubych ogonow rozkta-
du, uwzglednia informacje z tym zjawiskiem zwigzane, w przeciwienstwie do wartosci

Zagrozonej,
e estymatory empiryczne obydwu miar majg bardzo dobre wlasnosci statystyczne,
e obie miary nie wymagaja wykorzystania okreslonego rozktadu,

e koncepcja obydwu miar jest intuicyjnie zrozumiata dla szerokiego grona odbiorcow.
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5. Badania empiryczne

Ponizszy rozdzial poswigcony jest badaniom empirycznym, przeprowadzonym na bazie
wnioskowan teoretycznych zaprezentowanych w rozdziatach poprzednich. Wykorzystuje
tutaj szeregi pozioméw zamknie¢ dwodch indekséw gietdowych — WIG20 oraz DAX. W
pierwszej kolejno$ci dokonuje filtracji szeregdéw, nastepnie dopasowywuje model kopuli
sszeltatycznej oraz dynamicznej. Majac wybrany ,najlepszy” model kopuli dynamicznej,
przechodze do szacowania wartosci zagrozonej oraz oczekiwanego niedoboru. Wszystkie
modele estymowane byly za pomoca programu MATLAB, natomiast rysunki wykonane

zostaly za pomoca Srodowiska statystycznego R.

5.1. Przedstawienie danych

Rynki Polski oraz Niemiec, z racji samego potozenia geograficznego, sa ze soba mocno po-
taczone. Polska jest najwazniejszym partnerem handlowym Niemiec wsréd panstw Europy
Srodkowo-Wschodniej. Niemey sa najwiekszym odbiorca produkeji Polski — odbieraja oni
31,2 % calosci polskiego eksportu. Z drugiej strony, udzial Niemiec w imporcie do Polski
wynosi 27,3 % [GUS 2014]. Z uwagi na okres czasowy, ostatnie 25 lat wiazaly sie ze zmiana
ustrojowg w Polsce jak i wschodniej cze$ci Niemiec, mozna przypuszczaé, ze zwigzek go-
spodarek Polski i Niemiec ulegat znaczacym zmianom wraz z przemianami gospodarczymi
dokonujacymi sie w tych krajach.

Powyzsze fakty motywuja analize zaleznosci pomiedzy gospodarkami tych dwoch kra-
jow, gdzie miernikiem zmian zachodzacych w danej gospodarce sa zmiany pozioméw in-
deksu gietdowego sktadajacego sie z czotowych przedsiebiorstw danego kraju notowanych
na gietdzie. Pierwszy indeks WIG20 (Warszawski Indeks Gieldowy) sktada sie z dwudzie-
stu najwiekszych spétek notowanych na Gieldzie Papieréw Warto$ciowych w Warszawie.
Drugi indeks to DAX (niem. Deutscher Aktienindezr) skladajacy sie z 30 najwiekszych
spotek akcyjnych Frankfurckiej Gietdy Papieréw Wartosciowych.

Obserwacje pochodzg z okresu od 2 stycznia 2003 roku do 1 stycznia 2015 roku. W
okresie tym wspolnych dni, w ktérych pojawiaty si¢ notowania obu indekséw, byto 3030
co wydaje sie duza proba, pozwalajaca uzyskaé¢ wiarygodne wnioskowania. Rysunek 5.1

ilustruje poziom indekséw w badanym okresie:
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Rysunek 5.1. Poziom indekséw WIG20 oraz DAX w latach 2003-2015.
Danymi, na ktérych zostang wykonane estymacje, sa procentowe zwroty logarytmiczne

cen zamkniecia indeksu w danym dniu, tj.

P,
r, = 1001In (Ptt1> .

Tak okreslone zwroty sa powszechnie stosowane w badaniach naukowych dotyczacych

finansowych szeregéw czasowych. Rysunek 5.2 prezentuje wartosci zwrotow logarytmicz-

nych w badanym ~lracia
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Rysunek 5.2. Logarytmiczne stopy zwrotéw dla indeksow WIG20 oraz DAX.
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5.1.1. Analiza wstepna

Analizujac ksztaltowanie si¢ wartosci indeksow w przeciggu ostatnich 12 lat, mozna za-
uwazy¢ staty trend wzrostowy ich wartosci w latach 2003-2007. Jest to wynik koniunktury
gospodarczej, ktéra miata miejsce w Polsce oraz wigkszosci krajow na swiecie po roku 2001
— kiedy wystapit tzw. kryzys dot-com w USA. Warto zauwazy¢ nagly skok indeksu DAX w
okresie maj-lipiec w 2007 roku — jest to efekt boomu i zapowiedz przysztej dekoniunktury
w catej gospodarce, co miato oczywiscie wymierny wpltyw na ceny akcji, takze na gietdzie
warszawskiej. Kryzys finansowy w roku 2007 wyraznie odbija sie na poziomie badanych
indekséw. Od sierpnia roku 2007 do poczatku roku 2009 mamy do czynienia ze stopnio-
wym spadkiem wartosci obu indekséw. W okresie od potowy roku 2012 do stycznia roku
2015 w przypadku indeksu DAX zauwazalny jest staly wzrost, natomiast poziom indeksu
WIG20 waha si¢ w okolicy wartosci 2500.

5.1.2. Gléwne charakterystyki szeregow

Tabela 5.1 przedstawia podstawowe charakterystyki szeregéw procentowych zwrotow lo-
garytmicznych indeksow.

Tabela 5.1. Podstawowe statystyki szeregéw procentowych zwrotéw logarytmicznych.

Podstawowe statystyki szeregow | WIG20 DAX
Srednia 0,010 0,019
Odchylenie standardowe 0,661 0,621
Sko$nosé -0,254 0,001
Kurtoza 6,014 9,049
Korelacja liniowa 0,578

Wartosci zwrotow sa skupione wokoét zera. Odchylenie standardowe dla obu indeksow jest
podobne. W przypadku indeksu WIG20 mamy do czynienia ze sko$noscig lewostronng
rozktadu, rozktad logarytmicznych zwrotéw indeksu DAX jest symetryczny. W przypadku
obu rozktadéw mamy do czynienia z wystepowaniem zjawiska leptokurtozy, tj. grubych

ogondw.

5.2. Filtracia VARMA-GARCH

5.2.1. Histogramy rozkladow

Estymacja zostanie wykonana metoda funkcji wnioskowania dla rozktadéw brzegowych.
Podstawowym problemem w trakcie doboru modelu ,najlepiej” opisujacego szereg jest
wyboér odpowiedniego rozktadu innowacji. Wstepne charakterystyki szeregéw oraz histo-
gramy jasno pokazuja, iz w przypadku rozkltadu bezwarunkowego nie mozemy zatozy¢

normalnodci rozktadow szeregéw logarytmicznych zwrotow.
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Rysunek 5.3. Histogramy rozktadéw logarytmicznych zwrotéw.

Analiza histograméw wskazuje na wystepowanie znacznej ilosci zwrotéw o bezwzglednej
wartosci wigkszej od dwoch odchylen standardowych. Dlatego tez, w celu jak najlepsze-
go dopasowania, wykorzystalem poza rozktadem normalnym, standaryzowany rozktad ¢
Studenta [Bollerslev 1987] oraz standaryzowany rozkltad skosny ¢ Studenta [Hansen 1994].
Standaryzowany rozktad ¢ Studenta jest rozktadem symetrycznym o zerowej wartosci

oczekiwanej i jednostkowej wariancji, ktérego funkcja gestosci ma postac

v+1 ZE2 —(v+1)/2
g(z;v) = e )(1—1— >

gdzie I jest standardowsg funkcja gamma a v > 2. Gestos¢ zmiennej losowej X pochodzacej

ze standaryzowanego sko$nego rozktadu ¢ Studenta wyraza si¢ wzorem

1 br+a)’ L
bc<1+y_2<1_)\>) ,dla z < —a/b,

1 br +a\’ L
1+ —— | —— lax > —
bc<+y_2<1+>\>) ,dla a/b,

h(x;v, A) =

gdzie 2 < v < 00, —1 < A < 1. Stale a,b i ¢ maja nastepujace postaci

Rozktad ten ma wartosé¢ oczekiwana rowna 0 i jednostkowa wariancje. W przypadku gdy
A = 0, uzyskujemy gestos$¢ zmiennej losowej majacej standaryzowany rozktad ¢ Studenta.
Standaryzowany skos$ny rozktad t Studenta pozwala na uwzglednienie skosnosci. Jest to

czesto wystepujaca charakterystyka szeregu procentowych zwrotéw logarytmicznych.
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5.2.2. Wybdr optymalnego modelu

Majac wybrane mozliwe rozklady innowacji szeregéw, mozemy przej$¢ do préby estyma-
¢ji modeli opisanych w rozdziale drugim. Wstepne oszacowania modeli rodziny VARMA
przedstawionych w podrozdziale 2.1 wskazywaty na brak jakichkolwiek zaleznosci linio-
wych pomiedzy op6znionymi zwrotami jednego szeregu, a zwrotem szeregu drugiego. Dla-
tego tez filtracje wykonatem w sposéb jednowymiarowy dla obu szeregéw. W przypadku
modelowania wariancji warunkowej przyjatem model GJR-GARCH(1,1). W modelu tym

logarytmiczne zwroty r; opisane sa nastepujacym uktadem réwnan [Glosten i in. 1993]:

re = ft + Yr,
He = E(Tt|]:t—1)
Yt = Oé€e,

at2 =w+ ozyf_l + vyf_ll(ym < O) + ﬁUtZ—b

gdzie p; jest warunkowa érednia, o? warunkowa wariancja, a €; ciggiem niezaleznych

zmiennych losowych o jednakowym standaryzowanym rozktadzie. Model ten uwzglednia
potwierdzany empirycznie fakt, iz szoki 1,1 maja asymetryczny wpltyw na zmiennos¢ w
czasie t. Takie zjawisko okresla sie jako efekt dzwigni. Kierujac sie kryteriami informacyj-
nymi opisanymi w podrozdziale 3.4.3, wybratem modele ARMA(0,0)-GJR-GARCH(1, 1)
oraz ARMA(1,0)-GJR-GARCH(1, 1) odpowiednio dla szeregu zwrotéw logarytmicznych
indeksu WIG20 oraz DAX. Tabela 5.2 przedstawia wartosci kryterum informacyjnego BIC
dla powyzszych modeli z trzema rozktadami innowacji.

Tabela 5.2. Wartosci kryterium informacyjnego BIC dla réznych rozkladéw innowacji.

BIC
Rozktad WIG20 DAX
normalny 5326,9345  4578,4524
standaryzowany ¢t Studenta 5277,2667 4520,8090
standaryzowany skosny ¢ Studenta | 5284,4011 4499,4566

W przypadku szeregu zwrotéw logarytmicznych indeksu WIG20, najnizsza wartosé kryte-
rium osiggana jest ze standaryzowanym rozktadem ¢ Studenta. Dla procentowych zwrotéw
logarytmicznych indeksu DAX wartos¢ najnizsza kryterium BIC zostata osiagnieta w mo-
delu ze standaryzowanym sko$nym rozktadem ¢ Studenta. Tabela 5.3 przedstawia wyniki

estymacji modeli dla dwoch szeregow.
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Tabela 5.3. Oszacowania parametréw dla jednowymiarowych modeli z rodziny ARMA-GARCH.

Parametry modelu WIG20 DAX
1 0,0161 (0,009) 0,0201 (0,008)
o1 - -0,0260 (0,018)
w 0,0036 (0,001) 0,0040 (0,001)
a 0,0358 (0,008) 0,0000 (0,007)
g 0,9362 (0,009) 0,9137 (0,012)
¥ 0,0367 (0,014) 0,1472 (0,022)
v 9,0488 (1,345)  9,3599 (1,588)
A — -0,1316 (0,022)

W nawiasach podano btedy standardowe oszacowan parametréw modeli. Mozemy obecnie

przejs¢ do analizy wystandaryzowanych reszt postaci

~ Tt — [t
€t = — .

O

5.2.3. Testowanie dopasowania dla reszt

Wykorzystujac parametryzacje z podrozdziatu poprzedniego, uzyskane standardyzowane
reszty €, mozemy przetransformowac za pomoca dystrybuanty standaryzowanego skosne-
go rozktadu ¢ Studenta, dystrybuanty standaryzowanego rozktadu ¢ Studenta lub dys-
trybuanty empirycznej. Uzyskujemy wtedy szeregi pseudoobserwacji odpowiednio (A](];) =
Fous(,7,\), (7(1:) = Fy5(6;, D) oraz [7(% = Fr(g,). Mozemy sprawdzié¢ jakos¢ dopasowania,
wykorzystujac analogiczne statystyki, jak opisane w podrozdziale 3.4.2 dla przypadku

jednowymiarowego

~ t

Y

T N t 2
CoM = Z (U(t) - ) y
t=1 T

gdzie U (1) Jest t-ta obserwacja w uporzadkowanym szeregu pseudoobserwacji, po odpowied-
niej transformacji. Tabela 5.4 przedstawia wyniki testu otrzymane metoda bootstrapows,
opisang w podrozdziale 3.4.2.

Tabela 5.4. Prawdopodobienstwa testowe (p-wartosci) dla boostrapowego testu dobroci dopasowania

dla rozkladu ¢ Studenta i standaryzowanego rozktadu sko$nego ¢ Studenta.

Statystyka ‘ WIG20 DAX
KS 0,72 0,00
CvM 0,69 0,00

W przypadku szeregu pierwszego, wyniki testu zdaja sie potwierdzac¢ bardzo dobre dopaso-

wanie modelu wraz ze standaryzowanem rozktadem ¢ Studenta jako rozktadem innowacji.



53

W drugim przypadku, mamy podstawy do odrzucenia hipotezy zerowej o prawidtowym
opisaniu rozktadéw brzegowych na poziomie istotnosci 0, 05. Wynika z tego, iz pomimo ze
standaryzowany skos$ny rozktad ¢ Studenta minimalizowal warto$¢ kryterium informacyj-
nego sposrod analizowanych rozktadéw, to wydaje sie, ze nie jest to rzeczywisty rozktad
innowacji opisujacych proces zwrotéw indeksu DAX. Warto tutaj takze podkresli¢, iz z
uwagi na bardzo duze wymagania obliczeniowe, wielkosci prob bootstrapowych nie byty

duze, co mogto mie¢ wptyw na wyniki testu.

5.3. Wyniki dla kopuli statycznych

Po wykonanej filtracji oraz transformacji otrzymatem po dwa szeregi pseudoobserwacji
dla metody parametrycznej oraz metody semiparametrycznej. Szeregi te pozwalaja na
estymacje modeli wykorzystujacych kopule i wybranie takiej, ktéra najlepiej przybliza
zaobserwowane dane. Tabela 5.5 przedstawia wartosci kryterium informacyjnego BIC dla
roznych rodzin kopuli opisanych w podrozdziale 1.4.

Tabela 5.5. Wartosci kryterium informacyjnego BIC dla réznych rodzin kopuli.

Metoda estymacji
Kopula | Parametryczna Semiparametryczna
Normalna -1052,0 -1066,2
Studenta -1519,3 -1118,0
Gumbela -1253.,5 -980,1
Claytona -868,3 -901,4
Franka -1049,0 -1026,9

Widzimy, ze zaréwno w przypadku parametrycznym, jak i semiparametrycznym, naj-
mniejszag warto$¢ kryterium informacyjnego uzyskano dla kopuli Studenta. Tabela 5.6
przedstawia oszacowane parametry dla tej kopuli

Tabela 5.6. Wartosci wspétezynnika korelacji oraz liczba stopni swobody dla kopuli Studenta przy dwéch

metodach estymacji.

Parametry ‘ Parametryczna Semiparametryczna
P 0,5786 (0,0173) 0,5542 (0,0128)
vt 0,12 (0,022) 0,1253 (0,0188)

W nawiasach podane zostaly bledy standardowe oszacowan parametrow.

5.4. Wyniki dla kopuli dynamicznej

Oszacowania parametréw modelu z podrozdziatu 5.3 pozwalaja na przejscie do estymacji
modelu, w ktérym odrzucamy zatozenie o staltym charakterze zaleznosci miedzy analizo-
wanymi indeksami. Oszacowania te sg punktem startowym dla estymacji modelu dyna-

micznego. Modelem, ktéry wykorzystujemy na tym etapie, jest model Copula-GAS(1,1) z
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kopula Studenta, opisany w podrozdziale 2.5. Tabela 5.7 przedstawia wartosci oszacowan
parametrow. W nawiasach podane zostaly btedy standardowe.

Tabela 5.7. Wyniki estymacji modelu Copula-GAS(1, 1) dla metody parametrycznej i semiparametrycz-

nej.
Parametry | Parametryczna Semiparametryczna
w 0,0039 (0,0004) 0,0050 (0,0001)
o 0,0265 (0,0013) 0,0256 (0,0014)
o] 0,9969 (0,0000) 0,9960 (0,0000)
vl 0,0878 (0,0008) 0,0932 (0,0016)

Rysunek 5.4 przedstawia oszacowane warto$ci wspotczynnika korelacji liniowej w bada-

nym okresie dla dwoch metod estymacji.

Wspoélczynnik korelacji warunkowej

07

08

Wartosé zwrotow
ns

04

. —— parametryczny
— semiparametryczny
T T T T T T

2004 2006 2008 2010 2012 2014

0.3

Czas

Rysunek 5.4. Wartosci warunkowego wspélczynnika korelacji z dopasowanego modelu GAS(1,1) z ko-

pula Studenta oraz oszacowania wspolczynnika korelacji dla modelu stalego.

Analizujac wykres, widzimy, ze w okresie od 2003 do roku 2007, w przypadku modelu
parametrycznego, zaleznos¢ miedzy indeksami stale spada, by w ciggu jednego roku wzro-
snagé¢ do poziomu okoto 0,57. Od poczatku roku 2012 mamy do czynienia ponownie ze
spadkiem oszacowanego wspotczynnika. Na przyktadzie tym widaé¢ wyraznie, jak odejscie
od zatozenia statycznosci struktury zaleznosci diametralnie moze wptynaé na ocene powia-
zan miedzy danymi indeksami i zmieni¢ ocene ekonomiczng charakteru zaleznosci miedzy

gospodarkami, gdy przyjmujemy wartos¢ indekséw jako wskaznik stanu gospodarki.
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5.4.1. Test jakosci dopasowania kopuli dynamicznej

Majac wybrany model opisujacy dwuwymiarowy rozktad taczny zwrotéw logarytmicznych
indekséw WIG20 oraz DAX, tj. Copula-GAS(1,1) z kopulg Studenta, mozemy przej$¢ do
testowania jakosci dopasowania modelu dla przypadku w petni parametrycznego. Wyko-
rzystuje tutaj procedura bootstrapowa opisang w podrozdziale 3.4.2. Dla proby o wielko$ci
100 wygenerowanych probek, p-wartos¢ dla testu ze statystyka K.S wyniosta 0,64. Dla
testu ze statystyka CvM, p-wartos¢ wyniosta 0,79. W obu przypadkach nie mamy pod-
staw do odrzucenia hipotezy zerowej na poziomie istotnosci 0,05. Wyniki testow zdaja
sie wskazywac, iz rzeczywisty rozktad procesu moze by¢ generowany przez kopule Stu-
denta. Takze i w tym przypadku warto podkresli¢, iz z uwagi na bardzo duze wymagania

obliczeniowe wielko$¢ préby bootstrapowej mogla nie by¢ wystarczajaca.

5.5. Szacowanie wartosci zagrozonej i oczekiwanego niedoboru
w proébie

Szacowanie warto$ci zagrozonej, a takze oczekiwanego niedoboru, w przypadku odejscia
od zatozenia normalnosci rozktadéw zwrotow logarytmicznych, nie jest mozliwe za pomoca
jawnych wzoréw analitycznych. W takim przypadku najczesciej wykorzystywana metoda
sa procedury sumulacyjne, czesto skrotowo okreslane jako symulacje Monte Carlo [McNeil
in. 2005

5.5.1. Szacowanie metoda Monte Carlo

Podstawa omawianej metody jest wybor oraz estymacja odpowiedniego modelu, prawi-
dlowo opisujacego analizowane zjawisko, przy wykorzystaniu odpowiednio duzej préby
X1, ..., X7. Dla kazdego punktu w czasie z proby generujemy N (gdzie N jest odpowied-
nio duza liczba i w zaleznosci od stopnia zlozonosci obliczeniowej symulacji wynosi ona
przewaznie 100000 — 1000000) niezaleznych obserwacji, wykorzystujac kopule z wybrane-
go modelu. Nastepnie tworzymy zwroty z portfela, biorac odpowiednie wagi dla poszcze-
golnych elementow portfela. Korzystajac z wygenerowanych symulacji, obliczamy miary
ryzyka (4.1) i (4.2) dla odpowiedniego poziomu tolerancji. W przypadku wartosci zagro-
zonej, jako estymator przyjmujemy kwantyl empiryczny, uwzgledniajac wielkos¢ N oraz
twierdzenie 3.4. W przypadku oczekiwanego niedoboru, estymator ma posta¢ sredniej ze

zwrotow z portfela, ktére przekroczyly poziom wartosci zagrozonej, tj.
Ton Aty -1
VaR, = (Fy)™ (o),

t 1
2T

FS' —
|J| jed
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gdzie t to dany moment w prébie, o € (0,1) a J = {j : r; < 17@;} Warto tutaj za-
znaczy¢, iz metoda ta przenosi wszystkie niedopasowania zwigzane z btednym dobraniem
modelu opisujacego proces. W takim przypadku niezaleznie od wielkosci symulacji, konco-
we poziomy moga by¢ bardzo mocno niedoszacowane badz przeszacowane. W przypadku
zagadnien wielowymiarowych caty czas problemem moze by¢ takze ztozonos¢ obliczenio-

wa.

5.5.2. Wyniki szacowania

Na potrzeby oszacowania wartosci zagrozonej stworzytem przyktadowy portfel sktadajacy
sie z logarytmicznych zwrotéw indekséw DAX oraz WIG20, gdzie udziat obu indekséw jest
rowny. Poziomy tolerancji, dla ktérych szacowalem warto$é¢ zagrozong oraz oczekiwany
niedobér, to 5% oraz 10%. Jako model, z ktérego generowatem dane, przyjatem Copula-
GAS(1,1) z kopula Studenta, wykorzystujac parametry wyestymowane w podrozdziale w
5.4. Rysunki 5.5 oraz 5.6 przedstawiaja oszacowang wartos¢ zagrozona oraz oczekiwany

niedobér w analizowanym okresie, dla pozioméw tolerancji odpowiednio 5% i 10%.

Wartos¢ zagrozona i oczekiwany
niedobér na poziomie 5%
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Rysunek 5.5. Oszacowania VaR oraz ES dla poziomu tolerancji 5%.
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Wartos¢ zagrozona i oczekiwany
niedobér na poziomie 10%

-1.0

Wartos¢ zwrotdw
=20

-3.0

— ES
I I I I I
2004 2006 2008 2010 2012 2014

Czas

Rysunek 5.6. Oszacowania VaR oraz ES dla poziomu tolerancji 10%.

Analizujac powyzsze dwa wykresy, widzimy wyraznie, jak kryzys finansowy w roku 2008
znaczaco zwiekszyt poziom wartosci zagrozonej oraz oczekiwanego niedoboru. Podobnie
sytuacja wyglada w okresie sierpien-wrzesien w roku 2011, kiedy to pojawity sie informacje
na temat mozliwej niewyptacalnosci Hiszpanii oraz Wtoch.

Jednym z miernikéw jakosci oszacowania jest liczba przekroczen pozioméw VaR przez
historyczne wartosci zwrotéw z portfela. Mozemy dzieki temu ocenié, jak blisko zaktadane-
go poziomu tolerancji byta realna liczba przekroczen w kontekscie zwrotéw historycznych.

Tabela 5.8. VaR dla pozioméw tolerancji 5% i 10%.

Poziom tolerancji ‘ Liczba przekroczen Udziat przekroczen Dlugosé szeregu
5% 161 0,0531 3030
10% 292 0,0964 3030

Czestosé przekroczen z tabeli 5.8 pokazuje, ze dla 10% poziomu tolerancji mamy do czy-
nienia z niedoszacowaniem wartosci zagrozonej. W pewnych sytuacjach taki stan rzeczy
moze spowodowac utrate ptynnosci, co jest zjawiskiem niepozadanym w kontekscie zarza-
dzania ryzykiem rynkowym. Dla 5% poziomu tolerancji wystapito przeszacowanie wartosci

zagrozonej, co moze prowadzi¢ do niezbyt oszczednego oszacowania ryzyka portfela.
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Z.akonczenie

Analiza rozkladéw wielowymiarowych zaréwno z probabilistycznego, jak statystyczne-
go punktu widzenia, w przypadku odejscia od rozktadu normalnego jest zagadnieniem
problematycznym i wydaje si¢ by¢ dzialem dopiero rozwijajacym sie. Kopule pozwalaja
na wykorzystanie heurystycznego podejscia do problemu zjawisk wielowymiarowych, w
ktorym najpierw badamy rozklady brzegowe, a nastepnie szukamy kopuli, ktéra opisuje
zalezno$¢ pomiedzy zmiennymi. Ponadto, twierdzenie Sklara przedstawione w rozdziale
pierwszym, uzasadnia wykorzystanie kopuli w badaniach empirycznych.

Jednym z mozliwych zastosowan jest analiza wielowymiarowych szeregéw finansowych.
W rozdziale drugim przedstawitem podstawowe wielowymiarowe modele ekonometryczne
umozliwiajace opis stacjonarnych szeregéw czasowych, w tym szeregéow finansowych. Do
konca lat dziewieédziesiatych powszechnie zaktadato sie, iz rozktad innowacji pochodzi
z rodziny rozktadow eliptycznych. Kopule pozwalaja usuna¢ to czesto niezgodne z rze-
czywistoscia zalozenie i umozliwiajg dopasowanie rozktadéw brzegowych oddzielnie od
rozktadu tacznego. Przykladami modeli wykorzystujacych kopule w kontekscie modelo-
wania proceséw finansowych sa modele Copula-GAS czy model SCAR.

W rozdziale trzecim przedstawitem asymptotyczne wlasnosci estymatorow dla trzech
podstawowych rodzajow estymacji, wykorzystujacych podejscie czestotliwo$ciowe, w przy-
padku kopuli statycznej. Trzeba tutaj podkresli¢ jednakze, iz teoria estymacji w przypadku
modeli dynamicznych, w ktorych zaktadamy, iz struktura zaleznosci pomiedzy zmienny-
mi podlega zmianie w czasie, na dzien dzisiejszy nie podaje zadnych asymptotycznych
wlasnosci estymatorow w takich modelach.

Jednym z mozliwych zastosowan, wykorzystujacych kopule poprzez modelowanie wie-
lowymiarowego szeregu finansowego, jest szacowanie wartos$ci zagrozonej — podstawowej
miary ryzyka w konteksScie zarzadzania ryzykiem portfela oraz koherentnej miary ryzyka
— oczekiwanego niedoboru.

W rozdziale piatym, wykorzystujac dwa szeregi notowan indekséw WIG20 oraz DAX
i stosujac metode funkcji wnioskowania dla rozkladow, prébowatem dopasowaé model
Copula-GAS(1,1). Wyniki testow dopasowania zdaja sie potwierdza¢ hipoteze, iz kopula
Studenta dobrze oddaje strukture zaleznosci pomiedzy analizowanymi indeksami. Ksztat-
towanie si¢ wspotczynnika korelacji wyraznie pokazuje, jak zaleznos¢ liniowa moze ewolu-
owa¢ w czasie. Wyniki estymacji pokazaly takze, iz rozktady brzegowe nie musza nalezeé¢
do tej samej rodziny rozktadéw co rozktad taczny analizowanego zjawiska. Wykorzystanie
kopuli pozwolito na uzyskanie dobrze dopasowanych oszacowan miar ryzyka, takich jak
wartos¢ zagrozona lub oczekiwany niedobér dla przyktadowego portfela. W empirycznym

przyktadzie, zaktadane poziomy tolerancji byty relatywnie dobrze zachowane.
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